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APRESENTACAO

Um objetivo do curso: Um estudo da exponenciacao, subdividido nos tépicos a seguir.

1. Apresentagdo do nimero e.

2. A funcao exponencial real, exp: R — [0,+00), exp(z) =e”.

3. A fungao exponencial complexa, exp: C - C* = C - {0}, exp(z) = e*.

4. A exponencial de uma matriz quadrada, A € M,(K) = M,x,(K), K =R ou K = C,
exp : M, (K) — M,,(K), exp(A) = e”.

5. A curva t = et e M, (K), t € R, no espaco das matrizes quadradas e suas aplicacdes em
EDL’s de ordem n com coeficientes constantes. Interpretacao geométrica.

6. A base de solucoes exponenciais complexas de uma EDL, ordem n e coeficientes constantes.
Interpretacao fisica.

7. A forma exponencial dos coeficientes da série, e do teorema da integral, de Fourier.
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Sugestao: Por indugao. Lembrete

Lista 1

ELEMENTOS

. Binémio de Newton (a +b)" = i ( ")aP b" P, ¥n e N.

M=oy e (0)=(,2,), p=01,2..

2 n

. Progressao Geométrica s, =1+a+a”+..... +an =120

. Uma Fatoragao Polinomial z" -1=2"""+z

nlygn 24 L +xz+1,VnelN.

. Um Produto Notével a" - " = (a - b)(a™ ' +a"2b+ ...+ " 2a+b" 1), ¥n e N.

. (Serd bem 1til)

l 1 1
5 272+ ..... +ﬁ+7:1,Vn€N.

. Desigualdade de Bernoulli Mostre por inducao: se >0, (1+«a)” >na VneN.

. Consequéncias da desigualdade de Bernoulli:

(i)
(i)

Sea>1entao lim a" = +oo.

n—+oo

SeO0<a<1,entao lim a™ =0.

n—>+oo

. Axioma do Supremo Se (a,)neny ¢ uma sequéncia de niimeros reais crescente, ou de-

crescente, e limitada entdo (a,)neny é convergente. Isto é, existe L € R tal que

Aplicagoes

(i)

lim a, =1L .
n—>+oo
Se a > 1, a sequéncia ( ¥/a) = (a,\/a, ¥a,....,) é decrescente e limitada inferiormente

por zero. Logo, pelo Axioma do Supremo, convergente. Determine o seu limite.

Se 0 < a <1, a sequéncia ( Va) = (a,\/a, ¥/a,....,) é crescente e limitada superior-

mente por 1. Logo, pelo Axioma do Supremo, convergente. Determine seu limite.

A sequéncia s, =1+ l + % o + l n € N, nao é limitada superiormente.
Sugestdo: son =1+ 3 +( 4)+(5+ +t D)t (G ) > L2+ 2
R s ' =1+n;3.

A sequéncia (a,) tal que o n-ésimo termo é a,, = 1 + T+ 57 2, + 3}, +.....+ 7 € convergente
pois (verifique) é limitada superiormente por 3.

Sugestao: %s%, %: 3—12 < 2%, % = ﬁsﬁ:%, ...... Prossiga.



(v) A sequéncia (by,), by, = (1+ =)™ é crescente e limitada por 3. Logo, convergente.

Solugao: Pelo binoémio de Newton,
Lo Yy Ly, BN )
- () - ( )1"-11(*)1’ - ( )7.

Destaquemos nos coeficientes binomiais o fatorial de p, para p > 1,

(n) _ n! ~n(n-1)..211

p/ pln-p)t (n-p)t  p!

Reintroduzindo n? no denominador obtemos,

(n)ip:n ..... (npp+1)1 _(1_7)(1_7) (1_]7;1 i'
p/n n n “p!

Exemplificando, para n > 4, como (g)% = (T)% =1,

() Z( )7—1+1+(1—7)— (1—%)(1—2)% (1—*)(1‘*)(1‘*)

Cada uma das n+1 parcelas positivas da expansao de (1+ l)” é um ml’lltiplo positivo
de —. Se n aumenta, o numero de parcelas aumenta e o coeficiente de p— também,
p01s = decresce e assim, 1 - E’ j=1,.., cresce e, (by,) é crescente. Pela expressao em

(%), b <1+1+ 5+ 5 + ..., a qual, por (iv), é menor que 3. Logo, b,, é convergente.

(vi) Definimos e = lim (1+21 —)". Afirmagao: hm an =e ,onde a, =1+1+3+ 3, %
n—+o0o °
Solugéo: Em (v) vimos que b, = (1 + 711)" S an < 3. Logo, e <lim a,. Fixado p € N,

paran > p e truncando a expansao de b, no termo correspondente a p! temos,

zi(ﬁ)i=1+1+(1_l)l+ ....... sa-Hoa-Ha3 a-rhyl
j=o\J/ ! n’ 2! n n "

n “p!

Tomando o limite da expresséo acima para n — +oo, obtemos e > 1+ 1+ % + ....#7

VpeN. Logo, e> 1+1+4 + 3, R Por (v), concluimos a tese.

(vii) A sequéncia (3/n) = (1,V2, V/3, V/4,....) é, a partir do terceiro termo, decrescente e

limitada inferiormente por 1. Logo, convergente. Determine seu limite.

3

. Série Geométrica A sequéncia so=1, S1=1+7, sg=1+7r+72, s3=1+r+r2+r3+ ...,

indicada por (s,) onde s,, seu termo geral, é a soma dos (n + 1) primeiros termos

n>0"7
de uma progressao geométrica de razao r é convergente, ou nao, dependendo da razao 7.
Determine os valores de r tais que (s,) é convergente e, neste caso, o limite.

Sugestao: Exercicio 2.



NUMEROS COMPLEXOS

10. Adigao Sejam 2z; = a1 + ib; ,29 = ag + ibs, dois nimeros complexos, sendo 2 = -1,

a; = Re(z;), bj = Im(z;). Definimos a adicdo por z1 + z2 = (a1 + az) +i(b1 + b2).

(a) A adicdo é comutativa, associativa, (C,+) tém elemento neutro, todo elemento z € C
tém elemento oposto (para a adi¢do). Se A € R, definindo Az = Aa + iAb sendo
a = Re(z),b = Im(z), temos uma multiplicagdo por escalares reais tal que C é um
espago vetorial sobre R. Isto é, A\1(A22) = (A1 A2)z, —(A2) = (-A\)z, 1.z = 2z e ainda,
Mzr+22)=Adz1+Azme (M +A2)z2=A12+ Xz, V2eC, VA, Ay eR.

(b) Geométricamente, a adigdo de niimeros complexos é a adicdo de vetores em RZ.

Represente, graficamente, as adigoes:

(i) (1+3i)+(2-50). (ii) (-4 -17) + (-7 + 21). (iii) 7+ (-1 +1).
(¢) Mostre que Re(z1 + 22) = Re(z1) + Re(22) e Re(A\z) = ARe(z), A e C.
(d) Re(iz) =-Im(z) e Im(iz) = Re(z).

11. Multiplicacdo Dados z = x +iy e w = u = v, onde z,y,u e v € R, e i2 = -1, definimos

zw = (x +1iy)(u + i) = (xzu - yv) + i(axv + yu). Verifique as propriedades abaixo.

(a) Comutativa: z129 = 2921, V21, 29 € C.

(b) Associativa: (z122)z3 = 21(2223), V2 € C,j =1,2,3.
(c
(d

(e

)
)
) Distributiva: 21 (22 + 23) = 2122 + 2123, V2z; € C,5=1,2,3.
) Elemento neutro: 1 =1+ 0 satisfaz, 1z = z,Vz € C.

)

Elemento inverso: Vz # 0 existe 27! € C tal que z.271 = 1.

1 T—1Yy

Resposta: Para z = x + iy, defina z7" = Try? 1

. Notagao: 27" = i

(f) Interpretagdo geométrica (vamos melhora-la logo) Identificando z = a +ib # 0 com

o vetor (a,b) € R?, z = (a,b), o inverso 27! = ag;%Q é identificado com um vetor,

(a,-b), paralelo a reta de direcao (a, —b), a reflexao de (a,b) em relagdo ao eixo

1
a?+b?

x. Represente graficamente a diregio dos inversos dos niimeros complexos em 10(b).
(g) it =~
12. Conjugacao Dado z=a+ibeC, a,be R,i>=-1, o conjugado de z é Z = a — ib.

(a) Propriedades:
(i) z== (il) 7+ 22 =71 + 7.
(i) z122 = Z122- (iv) z +Z = 2Re(z).
(v) z-z=2Im(z).

(b) Geometricamente Z é a reflexdo de z em relagao ao eixo x. Determine os conjugados

dos nimeros complexos em 10 (b). Note que i = —i =i~



13.

(a)

14.

15.

Moédulo Para z € C, o médulo de z é definido por |z| = v/|a|? + |b]?.

Propriedades.
(i) |z] =0 se, e somente se, z = 0. (i) |z] = |2
(iii) |2]? = 2. (iv) |z122] = [21]]22].

Sugestao para (iv): Compute |z122|* = (2122)Z122 = ......

(v)%:%,sez#:(). (vi) j—;|:%,sez'2¢0.

Sugestao para (vi): |2z7!| = 1| =1 logo, |z||z"t =1 e |z7!| = L. Prossiga.

||
Geometricamente, o médulo de z = a + b, |z| = Va? +b?, é a distancia de z = (a,b) &
origem. Assim, nimeros complexos com mesmo moédulo pertencem a um mesmo circulo

centrado na origem. Para os nimeros em 10(b), represente graficamente estes circulos.

O nimero z = a+ib tém a diregao de (a,b) e 27! = #E = > (a,-b) ade (a,-b), o reflexo

de (a,b) em relagdo ao eixo z. Seus médulos sdo inversamentes proporcionais, |z||2| = 1.
Quao mais préximo z da origem mais distante o inverso e vice-versa. Basicamente, %
permuta inside — out mantendo caracteristicas geométricas fundamentais (dngulos) o que
é basilar em teoria dos fractais. Para os exemplos em 10(b) desenhe os adngulos que os

inversos tém com o eixo x e os circulos de raios iguais ao médulo dos inversos.

A multiplicacdo. Dado z =a+ib e C, z +#+ 0, wy = |—; é identificado com o versor (ve-
(a,b)

Va2+b2’

trigonométrico, de raio 1 e centrado na origem. Logo, para algum angulo o tém-se:

tor de comprimento 1) Representamos w; como um ponto em S*, o circulo

w1 = (cosa, sena). Se w #+ 0 é também complexo temos wy = ﬁ = (cosf,senf3). Pela

definicao da multiplicagao temos o produto abaixo, que simplificamos via trigonometria,
wiws = (cosacosfB - senasenfB , cosa senf + senacosf)

(%) wiws =(cos(a+ ), sen(a+))
Assim, Til\%)l =wiws = (cos(a+ B) , sen(a+f)) e,como zw = |z||w|éﬁ7 concluimos que

2w = |z||w|(cos(a+ B) , sen(a+3)) .

Portanto, o produto de z e w, é o nimero zw cujo médulo é o produto dos médulos de z
e w e, cujo angulo formado com o eixo x é a soma dos angulos que z e w formam com o

mesmo eixo. Interprete geometricamente os produtos entre os nimeros em 10(b).
Férmula de Moivre Pela férmula (*), dado w € C, |w| = 1, temos,

w = cosl + isenl = w" = cosnb +isennd .

Desigualdade Triangular Prove: |21 + 25| < |21| + |22], V21, 22 € C.

Um Teorema sobre Raizes de Polindmios Todo polinémio de grau impar com coe-
ficientes reais tém ao menos uma raiz real.

Sugestao: Mostre que, neste caso, se z é raiz complexa entao z também é raiz.



