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SEQUENCIAS E SERIES DE FUNCOES E SERIES DE POTENCIAS

I - SEQUENCIAS DE FUNCOES

. Definigao Uma sequéncia de fungoes, (f,), fn : X - K, converge uniformemente a
f:X >Kse, Ve>0, existe N € N tal que: |fn(2) - f(z)|<e,Vn> N, Vze X.

Obs Se (f,) converge uniformemente a f, em X, entao lim f,,(x) = f(z),Vz e X.
. Teorema 1 Se (f,) é uma sequéncia de fungoes, em X, continuas em ¢ e convergindo
uniformemente a f: X - K entao, f é continua em x.

Prova Seja g € X e e > 0. Por hipdtese, IN € N tal que Vn > N, |f,(z)-f(z)| <¢e, Vz e X.
Assim, como fy é continua, 30 > 0 tal que, se |x — xg| < § entdo |fn(z) — fn(x0)| < €.

Logo, [f(x) = f(wo)| < [f () = [ (@) + [fn (2) = [ (o) [+ |fn(20) = f(wo)[ <e+e+e m

. Corolario 1 Se (f,,) é uma sequéncia de fungoes continuas, em X, convergindo uniforme-
mente a f: X - K entao f é continua.

Prova Imediata consequéncia do teorema acima m

. Teorema 2 Se (f,) é uma sequéncia de fung¢des continuas em [a.b] c R, a valores reais e

convergindo uniformemente a f : [a,b] - R entdo,

n—+oo

b b
lim i fn(x)d:c:fa f(x)dx

Prova Pelo corolario 1, f é continua e, assim,integravel como toda f,. Dado € > 0, por

hipétese, existe N € N tal que, se n > N, |fn(x) — f(x)| <€,V € [a,b]. Logo, se n> N,

bfn(:v)dx - bf(x)dx
NS

. Teorema 3 Seja (f,,) c C'([a,b],R) tal que (f!) converge uniformemente a f : [a,b] - R

gLb|fn(x)—f(z)|dzSfabedz:e(b—a) ]

e (fn) converge simplesmente a F :[a,b] » R. Entao, F' é derivivel e F' = f. Isto é,

!
. s /
(1w fu@)) = tim_ 7o),
Prova Pelo 12 Teorema Fundamental do Célculo temos,

Fu(@) = fu(a) + famf,;(t)dt, Vo elab] .

Pelas hipdteses e pelo teorema 2, tomando o limite para n — +oo, temos

F(x) = F(a) + f F(t)dt.

Logo, pelo 22 Teorema Fundamental do Célculo, F' é derivdvel e F' = f m
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10.

11.

12.

Critério de Cauchy (para convergéncia uniforme de uma sequéncia de fungdes) A
sequéncia (f,) converge uniformemente a f, em X, se, e 86 se, para todo € > 0 existe
N eN tal que |fn(z) — fr(z)| <€,¥n,m >N, Vze X.

Prova: (=) Dado € > 0, seja N € N dado pela convergéncia uniforme. Entao, se n,m > N
ex e X, temos |f,(z) - f(x)| <ee|fm(x) - f(z)| <e. Portanto,

(@) = fm (@) < [fu(2) = F(2)]+ |fm(2) = f(2)] < e+e=2e.

(<) Neste caso, Yz € X, a sequéncia (f,(x)) é de Cauchy e, convergente. Seja f(z) =
liIP fm(x). Dado € >0 seja N € N tal que (*) |fn(x) — fin(x)| <€, Yn,m >N, Vr e X.

Tomando o limite em (*) para m — +oo temos |f,(z) — f(z)| <€, Vn> N, Ve X =

II - SERIES DE FUNCOES

+o00
Defini¢ao Dada (f,) uma sequéncia de fungoes, em X, Y. f, é a série de fungdes cujas

n=0

n
somas parciais sao as fungoes s, = f1 + ..... +fn=Xfi: X->K, neN.
i=0

+00
Definicao A série de fungoes Y. f,, converge, em X, a funcdo s: X — K se, para cada

n=

+o00
x e X temos, Y fn(z)=s(x).
n=0

+00 +oo
Definicao Dada a série de funges Y f,, em X, a funcdo s(z) = ¥, f,(z) definida sobre
n=0 n=0

+o00o
o conjunto dos pontos em que a série de fungoes converge é a soma da série . f,.
n=0

+o00
Definigao A série de fungoes Y. f,, em X, converge uniformemente a s: X - K se a
n=

sequéncia (de fungoes) das somas parciais, (sp,), Sp = f1+......+ fn, converge uniformemente
as: X ->K

+0oo
Teorema 4 (Integracdo termo a termo) Seja s(z) = Y. fn(x),Vz € [a,b], uma série
n=0

de fungoes em C([a,b],R), uniformemente convergente. Entdo, s:[a,b] — R é continua e

b +oo b
[ s(z)dz =) [ fr(x)dz .
a n=0 a
Prova Consequéncia imediata do coroldrio 1 e do teorema 2 m
+ 0o
Teorema 5 (Derivagdo termo a termo) Seja s(z) = Y. fn(z),Vz € [a,b], uma série
n=0

+o00o
de funcdes de classe C, a valores reais, tal que Y. f/ converge uniformemente em [a, b].

n=0

Entdo, s: [a,b] = R é de classe C! e,

S (@) = (i;fn(x)) WACRZR)

Prova Segue do teorema 3, aplicado & sequéncia das somas parciais, s, = f1 +... + f, B
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Critério de Cauchy (para convergéncia uniforme de uma série de fungbes) A série de

+o00
fungoes Y. fn, em X, converge uniformemente a s(x) = Z fn se, e s6 se, Ve > 0 existir
n=0 n=0

m n
NeNtal que | Y fe(z)- ¥ fr(z)|<e, Yn,m> N, Vre X.
k=0 k=0
Prova: Segue do critério de Cauchy para sequéncias de fungdes aplicado & sequéncia (s;,)

+o00o m n
das somas parciais da série Y f, pois, | ¥ fr(x) = ¥ fe(2)] = [sm(x) — sn ()]
n=0 k=0 k=0

+ 00
Teste M de Weierstrass Seja > f, uma série de fungoes, em X, tal que

n=0
+00
|fn(@)| < M, eR" ,VneN,VzeX ; > M,<oo.
n=0

Entao, Z fn converge uniformemente, em X, & funcao s(x) = Z fn(x).

=0
Prova: Pelo critério de Cauchy para séries, dado € > 0 IN € N tal que Vn > NepeN,
My +Mpio+.....+ M, < e. Logo, a sequéncia (s,,) das somas parciais de Z fn satisfaz:

n=0
se n>m > N entao,

[80.(2) = 8 ()] = | frns1 () + frna2 (@) + oo + fr(2)| < Mypy1 + Mypio + ... My, <€ .

Tomando o limite na expressao acima, para m — +oo, |s,(z)-s(z)|<e,Vn>N VreX m

III - SERIES DE POTENCIAS

+o00

Definigao Dada (a,) cCe 20 € C, ¥ a,(z—20)™ é a série de poténcias com coeficientes
ne

(ay), centrada em zg, ou em volta de z.

+o00

Teorema 1 Seja Y a,z", centrada na origem e convergente se z = w € C* = C - {0}.
n=0
+00
(a) A série Y a,2" converge absolutamente se |z| < |w|.
n=0
+ 00
(b) A série ¥ na,z""' converge absolutamente se |z| < |w].
n=1
+o00
Prova Como Y a,w” converge, lima,w™ =0 e 3 M >0 tal que |a,w™| < M,V n. Logo,
n=0
M
an2"] = lanw"|| 2" < M2 nan =" = || 2] < Tonl 220,
w w 2| 12l

Sendo 0 <7 =|%|< 1, ¥ r" < oo e, pelo critério da rafz, Y nr™ < oo, segue a tese ®
w

+00
Teorema 2 Seja ). a,z" uma série de poténcias em C, centrada na origem e consideremos

n=0

€ [0,+00]; r = +00 se lim sup ¥/]an| =0 e r = 0 se lim sup ¥/|a,| = +oo.

_ 1
lim sup ¥/|an|
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Prova Para sequéncias em R, o lim sup é o valor maximo para o qual ha subsequéncia

convergindo. Logo, se lim sup {/|a,2"| < 1, para A > 0 tal que lim sup {/|anz"| < A < 1,
existe N € N tal que, se n > N entdo ¥/|an2"| < A ela,2™| < A" e portanto, a série converge.

Finalmente, lim sup {/|a,2"| = |z|lim sup §
Se lim sup {/|a,z"| > 1, para 1 < X < lim sup {/|a,2™| existe uma subsequéncia (a,, ) com
&/ |an, 2 > A > 1 e |an, 2" > A" e, a série diverge. Ainda, lim sup {/|a,z"| > 1 se, e s6
se, |z| > r. Item (d) segue do teste M pois, 3 |an2"| < X |an|r] < oo ,Vze D(0;7r1) ®

an| <1 se, e s6 se, |2| <r.

Observacao Se (a,) c C* e existir lim |42 | entao Ilim lan| e r = ! = L
a

lim |7u:;21 | 7 lim Yan|

+00
Definigao Dada Y a,z", r

_ 1
n=0 lim sup ¥/|an|

€ [0,+00] é 0 raio de convergéncia da série.

+o00 +o00

Observacao As séries Y a,z" e ¥ na,z" ! tem igual raio de convergéncia.

+o00
Teorema Seja f(z) = ¥ a,2", com raio de convergéncia r > 0. Temos,
n=0
+00
f(2) =Y naz""", Vze B(0;r)={w:|w|<r}.
n=1

. +o0
Prova Mostremos que se I(h) = w - ¥ nan,z", h e C*, entdo }LiH(l) I(h)=0.
n=1 -
Escrevamos I = I + Is + I3, soma das trés parcelas, em ordem de surgimento, abaixo,

N +oo
+[ Z nanz""t - Z napz"']= I+ L+ Is.
n=1 n=1

Iniciemos por I, fixando w, |z| < |w| < 7. Se 0 < |h| < |w| - || entdo |z + h| < |w| e,

|(z+h)”—z"|

(z+h)" 4 (z+h)" 224 +(2+h)2" 2+ 2" < njw/" .

h
n n +oo
Logo, |an%| < nlan|lw|/"t. Sendo, pelo Teorema 1, ¥ n|a,w|" ! < oo, para N >>
too +oo n_.n
temos Y n|a,w|"! <e e, portanto, |I1] =| ¥ an(ﬂh% | < €, se |h| < |w]-|z|
N+1 N+1

+ 00

Para I3 é ébvio, devido & convergéncia de ¥ na,z""1, que, se N >> entdo |I3| < e.
. N . .
Por ultimo, para N tal que |I1| < € e |I5] < ¢, sendo P(z) = ¥ a,2z" um polindémio, logo
n=0
sz Xy (z+h)"-2z"
derivdvel, temos que para |h| <<, |Io| = | ¥ a,~——5——~
n=0

1] < ||+ |La] + |Is] < 3¢ m

na,z""1| < e. Logo, se || <<,
1

M=

n



