SERIES DE FOURIER

1. Uma série trigonométrica e sua sequéncia das somas parciais (Sy)y sd@o dadas por
+oo N
(1) E ™, nel, c,eC,zeR ; Sy = E cne'™" .
— 00 n=-—-N

Tal série converge em z € R se (Sy(x))y converge e, o valor da série em z é,

+oo
che”””: lim Sy(z)= lim E cpe'™®.
— 00

N—+o0 n—-+00

A série trigonométrica pode também ser apresentada na forma,

+oo
(2) % + Z(ancos nx + by sennx).

n=1
Escrevendo, para n > 0,
e = cosnx + isennx . eI — cosnx — isennz
temos,
Cne™ 4 e = (¢, +c_p)cosnz + (ic, —ic_,)sennx = ancosnx + bysennx
se

p =¢Cp+cop , by=ilch—c_y).
Inversamente, para n > 0,

_ap _ap —iby _ap +iby
00_77 Cn = 9 C_n = 2

2 2

a notacao em a5 € b,s é preferida na expansao de fungoes periddicas a valores reais ou,

funcoes pares, quando a série é de cossenos, ou impares, quando a série é de senos.
Admitamos inicialmente f : [—7, 7] — C tal que a série abaixo convirja uniformemente,

+o0

(£) f(x) = cme™.

— 00

Como as exponenciais sdo 2r-periédicas (doravante escreveremos, apenas, periédicas) e
contfnuas, f também o é. Assim, é licito multiplicar (*) por e~*"® e integrarmos termo a

termo, comutando o simbolo de somatério com o de integral, obtendo

™ +oo T
(%) f(z)e ™™ dy = Z cm/ M= gy



Como é facil ver temos

/” ine 2r,n=20
e dx =
— 0,n#0.
1 T .
Cn = 5o fz)e " dx .

—Tr

Chamamos ¢,, de n-ésimo coeficiente de Fourier de f e indicamos ¢, = ¢,[f].

el < 7 | f()lda .

Sendo os coeficientes bem definidos se f : [, 7] — C é periddica e integrivel, a série de

Observagao:

Fourier de f é a série trigonométrica com coeficientes de Fourier de f dados pela

familia (¢, )nez. Notamos, ndo supondo qualquer modo de convergéncia,
o0
f ~ § Cneznz.
— 00

Notagao: R[a,b] é o conjunto das fungdes f : [a,b] — C Riemann integréveis.

Se f € R[—m, 7] é 2mw-peribdica e real, a série de Fourier de f é uma série trigonométrica

como em (2), com coeficientes de Fourier de f dados pelas sequéncias (an)n>0 € (bn)n,

1 [7 1 /" 1 (7
ap = — flx)dz |, ap,=— f(z)cosnzdx , b, =— f(z)sennx dx.
™) _x ™ J_x —T
Notamos, sem supormos qualquer convergéncia,
a R
f(z) ~ 30 + Z(ancos nx + bpsennx), an, b, € R .
n=1

As questoes mais importantes em séries de Fourier sao:

(a) A série de Fourier converge em algum modo 7 Simplesmente ? Uniformemente ?

Em média 7, etc.
(b) A série de Fourier, se convergir, converge a f ?
(¢) O que ocorre se f é continua ?

(d) Duas fungoes com mesmos coeficientes de Fourier sao iguais ?

Eis parte das respostas. Se f é Riemann integravel, sua série de Fourier converge em
média quadratica a f. A série de Fourier de f, continua, pode divergir em ’varios’ pontos
[1]. Duas fungdes integréveis com iguais coeficientes de Fourier sdo iguais, exceto num
conjunto de contetdo nulo (medida nula). A melhor classe de fungoes para analisar fungoes
periddicas e Riemann integréveis é a de fungoes de variagao limitada, BV [—m, 7]. A teoria

apropriada ao estudo geral das séries de Fourier é a da Integracao de Lebesgue.

Nesta introdug@ao omitiremos a prova da Férmula de Parsevall. Quanto ao teorema de

Dirichlet-Jordan, veremos versoes mais simples, proposicoes 1 e 2 e teorema 4, de Dini.



2. Teorema 1: A Melhor aproximacdo em média quadratica de f € R[—m, 7],

nx
)

periddica, no espago vetorial gerado pelas funcoes e —N <n < N, é a N-ésima soma

parcial

N
- Z Cnelnz7 Cn:Cn[f]a
n=—N

N .
da série de Fourier de f. Isto é,se g = > d,e"™?, d, € C, d,, qualquer, temos
n=—N

o Z P = 5 [ 1) - sw@)Par < o [ 170 - glo)a,

27 o

Prova Seja d,, = ¢, + €,. Entao,

d(f.9) = ;ﬁ/ Zd | d =

N N N
_ 1 " 2 1 — [ 7277,1 T i(n—m)x _
= 7ﬂ|f(x)| du——2Re §dn 7ﬂf(ac) d:c+— ZZd dme dr =
1 N N
=5 [f(@)]Pdz — 2Re Y dncn + Y ldu|* =
- -N -N
1 N N
_ 2 2 _
=5 7ﬂ|f(x)\ dx —(22|Cn| +2Rechen)+
—N -N
N N N
(Z lenl? + 2Rech§+ Z len|?) =
-N —-N —-N
1 N
2 2 _ . 2
= 5r ) M@lde- Zlcnl + Zlenl AiSn)+ 3 leal* @
+oo .
3. Desigualdade de Bessel Com mesmas hip6teses, se f(z) ~ > ¢,e"* entao,
— 00

oo 1 T
Slenf <50 [ 1rta)de

N

Prova Pelo teorema, d(f; Sn) = 5= [7_|f(z)|*dz—" |¢,|* > 0, VN € N. Logo, tomando
=N

o limite para N tendendo a +o00, segue a tese M

Observagao Em termos dos coeficientes da série trigonométrica de senos e cossenos a

desigualdade de Bessel pode ser reescrita como,

s

2
& S a4 bl ) < > [ s@pas.

n=1 -T




4. Lema de Riemann-Lebesgue Se f € R[—m, 7] entdo, ‘ |lim len] = 0.
n|—-+oo
Prova Consequéncia imediata da desigualdade de Bessel W

Abaixo relacionamos diferenciabilidade com decrescimento dos coeficientes de Fourier e

convergéncia uniforme da série de Fourier, cujo limite serd mostrado no teorema de Dini.
5. Proposigdo 1 Seja f € C*(R) e 2r-periddica.

(a) Existe M > 0 tal que |c,| < 2 n # 0.

nk>

(b) Se k > 2 a série de Fourier de f converge uniformemente.

Prova Seja ¢, = ¢,[f],n # 0. Efetuando integragdo por partes k vezes, descartando

parcelas nulas gracas a periodicidade de f, f’..., f(*) e e="* temos,

" 3 1 " 3 1. T —inx
2re, = fz)e " dx = —(_—m) f(x)e "™ dr = ... = (%)k/ F® (z)e™ ™o dy

Logo, para n # 0,

S

1 T
ne™| = leal < S M= [ 1/O@)lds

—T
1 w ;
(b) Pelo teste M de Weierstrass e ) | -5 <00, », c¢,e™ converge uniformemente M
n=—oo

6. Definicdo Dada f : [a,b] = ReT ={axg=a<x; < ... < Zp_1 < T, = b} uma partigdo
de [a,b], a variagao de f segundo a partigao I' é,

n

Ve =Vrlf;a,b] = Z|f($z) — fl@i-1)l] -

i=1

A variagao de f sobre [a,b] é,
V[f] = sup VF )
onde o supremo é computado sobre todas as parti¢oes de [a, b].

7. O conjunto das funcées de variagao limitada é BV[a,b] = {f : [a,b] — R, V[f] < co}.
Sabe-se que V[f] < oo < o gréfico de f tém comprimento finito. Logo, para f(z) = sen%7
0 <z <1, f(0) =0, temos V[f] = +o0. Mas, existem f continuas com V[f] = +oo [3].
Ainda, V[f] < oo < f é diferenga de duas fungdes mondtonas limitadas. Logo, havendo

descontinuidades, elas sao removiveis ou de 1? espécie; isto é, existem os limites laterais.

Assim, escolheremos uma subclasse das fungoes da variacao limitada para esta introducao.

8. Definicao Dado I, um intervalo, f : I — R é mondétona crescente, ou crescente,
se Vay, 20 € I, 29 > 21 = f(x22) < f(x1) e, se 2 > 21 = f(a2) > f(x1), f é estri-
tamente crescente. Analogamente, temos mondétona decrescente e estritamente

decrescente. Ainda, f é monétona se é crescente ou decrescente.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Definigcao Dada f : [a,b] — R, f é mondtona por partes se existe parti¢io de [a,b],

F={2zg=0a< 21 < ... <ax, = b}, tal que fiee. y ¢ mondtona, i = 1,2,....,n. Se

—1:%;

Sla, e) é também continua, ¢ = 1,2,......n, f é monétona continua por partes.

Definimos analogamente se I = [a,b) ou I = (a,b] ou I = (a,b), é limitado.

Obs Nao é dificil ver que se f : [a,b] — R é mondétona por partes e limitada, f é de

variagdo limitada e existem os limites laterais, f(z; ) = lim f(z) e f(z]) = lim+ f(z).

I—>$i

Definigao Dada f : R — R, T-periddica, f é monétona continua por partes se f| oz © é.

Dada f: X — C, X CR, e z € X notamos f(z¥) = lim f(t), se existir o limite.

t—at

Teorema 2 (Dirichlet-Jordan) Seja f : [—m, 7] — R monétona continua por partes.

(a) Para todo x € R e S[f] a série de Fourier de f temos,

“+oo
Sifl(z) = 204 Z(ancos nx + bpsennx) =

. [ J)+ )]

| —

n=1
(b) S[f] converge uniformemente a f em todo intervalo fechado em que f é continua.
Prova Para (a) vide Apostol, p. 388. Para (b) vide Wheeden, p. 238.

Lema 1 Para f € R|a,b] temos,

/ @l < ((b—a) / bf(x)Idef .

Prova Se a integral do lado direito da equagao acima é nula o resultado é ébvio. Senao,

pela desigualdade |AB| < 1(A? + B?) com A = % e B = —— temos,
| | 2( ) (f;\f(t)|2dt)2 /b—a

/() . 1( f@P 1 )
i (i)’ 2\ @pa b
que integrando sobre [a, b] conduz a,

Julf @)de
(6=a) [ 170 Pat)

O lema 1 é um caso particular da célebre desigualdade abaixo, com demonstracao anédloga.

Desigualdade de Cauchy-Schwarz Para f, g € R|a, b] temos,

b b % b %
/ f@)g(@)ldz < ( / |f<x>|2dx> ( / |g<x>2dz> |

Prova Trivial, se uma das integrais a direita é nula. Sendo, basta seguir os passos da prova

do lema 2, utilizando [AB| < (A2 + B?),com A= — W op—__bwl___ g
(Jo 1f()]2dt)2 ([ 1g(t)[2dt)>
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Teorema 3 Seja f € R[—m, 7|, 27 periddica, f ~ > e e Sy(z) = > ¢ 7.
—oo —N
(a) Sn(z) converge a f em média quadrética:

lim i/ﬂ |f(m)—SN(x)|2 dr = 0.

n—+oo 2 J__

(b) Férmula de Parsevall

1 s +o00
[ irpar= Y el

(c) Asintegrais de Sy convergem uniformemente a integral de f, em [—m, 2], Va. Ainda,

1

|f(t) = Sn(t)|dt < {;/m |f(t)—SN(t)|2dtr .

T™J-xn

1 x
2 ) .
Prova Para (a) e (b) vide [2] pp 74-77.
(c) Pelo Lema 1 temos, [*_|f(t) — Sn(t)|dt < [ (x+m) [T _[f(t) — Sn(t)|*dt :

que, dividindo por 27, utilizando (z + 7) < 27 e item (a), resulta na tese W

Observagao Em termos dos coeficientes (a,,) e (b,) a férmula de Parsevall é:
L e =18 SR e )
T J)_r 2 =
Melhoremos o resultado, na proposigao 1, para a convergéncia uniforme da série de Fourier.

Proposigao 2 A série de Fourier de f € C*(R), 2m-periddica, converge uniformemente.

Prova Como na proposigao 1, integrando por partes a expressdo para ¢, = ¢,[f] temos,

11 (" : 1
Cp = — — f/(llf)eimmdx = .*dn 3 dn = dn[f/] , 1 7é 0.
2man J_, m

Pela desigualdade de Schwarz para a = (a;), b = (b;) € C™ temos, para somas finitas,

m m m

> il (bl < O las®) 2O bal?)2,

i=1 i=1 i=1

Nl=

que é estensivel a somas infinitas. Assim, pela desigualdade de Bessel para f' e n € Z—{0},

Sl =Y s (S1) (Car) < (S5) (£ [ repa)

cn| = —|dn| < — n < — — x)|“dx | .
n| n? n? 2m J_

Finalmente, pelo teste M de Weierstrass, segue a proposigao W

A funcdo f : R — C satisfaz a condig¢ao de Lipschitz em x se IM > 0 e § > 0 tais que,

|f(z+1t) = flz)| < Mt| , Vi, [t]<0.

Obs Existindo f/(z), f satisfaz a condi¢do de Lipschitz em x mas, se houver um ’salto’

em z (descontinuidade de 1* espécie), ndao. A fungao /z nao satisfaz a condigdo em z = 0.



20. Teorema 4 (Dini) Seja f € R[—m, 7], 2m-periddica, satisfazendo a condi¢ao de Lipschitz
em z € [—7,w|. Entao, a série de Fourier de f, em z, converge a f(x).

Prova Fixando x, sejam ¢ e M como na condigdo de Lipschitz e,

9?71

fz—=t)— f( )7 O<|t|<7r.
g(t) =
0, t=0.

Temos: (1) (seng)™ é continua em § < |t| < 7 e, g é al integravel; (2) se 0 < |t < 9,

lg(t)] < ‘MM =2M 57 m e, pelo primeiro limite fundamental, g é integravel em [—d, d].

Logo, g é integravel.

N N
Ainda, é facil ver que para Dy (t) = > €™, e Sy(f;z) = > c,e™® (vide L5.16),
- N
> /7 Dn(t)dt =1,
Dy(t) = % tdonl

Sw(fix) = & 7, FS)Dae — s)ds = & [T, fla— )0l gy

Assim, escrevendo f(x) = f(z).1 e trocando 1 pela média de Dy em [—m, 7] temos,

sen(N + 4t 1 (7 sen(N + L)t
2 - P}
(t)sen(N + 1)tdt
277 _,rg 2
- ﬂ[ (t)COSt]SenNtdt + L TF[ (t)senz]cosNtdt

Pelo Lema de Riemann-Lebesgue os dois tltimos termos tendem a zero W



