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Professor Oswaldo Rio Branco

RESOLUÇÃO DE P ( ddt )x = R(t)eγt, R um polinômio real e γ ∈ C

Lema Consideremos a edo com coeficientes a′ns não todos nulos e P = P (t) um polinômio,

anx
(n) + an−1x

(n−1) + ..... + a1x
′ + a0x = P (t) = bnt

n + .... + b1t + b0 .

(a) Se a0 6= 0, existe solução polinomial Q, grau(Q) = grau(P ).

(b) Se k = max{i : aj = 0 , j ≤ i}, há solução polinomial Q = tk+1P1, grau(P1) = grau(P ).

Prova

(a) Resolvamos o par de equações

Q(t) = cnt
n + cn−1t

n−1 + ......+ c2t
2 + c1t+ c0,

(∗) a0Q + a1Q
′ + a2Q

′′ + ...... + ajQ
(j) + ..... + an−1Q

(n−1) + anQ
(n) = P,

identificando o coeficiente de tn−i nas parcelas ajQ(j), j ≤ i, nas demais ele é zero.

Fixada a parcela ajQ(j), j ≤ i, um fator do coeficiente surge do trivial cômputo,

cn−i+j
dj

dtj
{ tn−i+j} = cn−i+j(n− i+ j)(n− i+ j − 1).....(n− i+ 1)tn−i,

e o coeficiente é então ajcn−i+j
(n−i+j)!
(n−i)! .

O coeficiente de tn−i em (*) satisfaz, a soma em ordem decrescente em j = i, i− 1, ....., 0,

(i) aicm
n!

(n− i)!
+ ...... + ajcn−i+j

(n− i+ j)!
(n− i)!

+ ..... + a0cn−i = bn−i , i = 0 1, 2 ... n .

Pelas expressões (i) acima obtemos a equação matricial obviamente resolúvel,

a0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0

a1n a0 0 0 0 0 0 . 0 0 0

a2
n!

(n−2)! a1
(n−1)!
(n−2)! a0 0 0 0 0 . 0 0 0

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

ai
n!

(n−i)! ai−1
(n−1)!
(n−i)! . aj

(n−i+j)!
(n−i)! . . a0 0 0 0 0

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . a0 0 0

. . . . . . . . . a0 0

ann! . . . . . . . a22! a1 a0
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(b) A equação é anx(n) + .... + ak+1x
(k+1) = P . Por (a) any(n−k−1) + .... + ak+1y = P ,

k + 1 ≤ n, têm solução y(t) = Q(t), grau(Q) = grau(P ). Integrando y = y(t) k + 1-vezes, e

escolhendo zero para termo independente, obtemos a solução desejada �

FÓRMULA PARA P ( ddt ){Q(t)eγt } :

1.

P (
d

dt
)
{
Q(t)eγt

}
=
[
p(n)(γ)
n!

Q(n) + ........ +
p′′(γ)

2!
Q′′ + p′(γ)Q′ + p(γ)Q

]
eγt .

Demonstração Escrevendo

P (
d

dt
) = an

dn

dtn
+ an−1

dn−1

dtn−1
+ ....+ a2

d2

dt2
+ a1

d

dt
+ a0I

computemos P ( ddt ){Q(t)eγt } identificando o coeficiente de Q(i), i fixo. Expandindo

P ( ddt ){Qe
γt }, a i-ésima derivada Q(i) surge só nas parcelas com coeficiente ak, k ≥ i.

Ainda mais, dm

dtm (eγt) = γmeγt e portanto, para cada k ≥ i,

dk

dtk
{Q(t)eγt } =

p= k∑
p=0

(
k

p

)
Q(p ) d

k−p

dtk−p
{eγt} =

p= k∑
p=0

(
k

p

)
Q(p )γk−peγt .

Assim, contabilizando as contribuições ao coeficiente de Q(i ) obtemos o somatório,
n∑
k= i

ak

(
k

i

)
γk−ieγt .

Consideremos agora o polinômio caracteŕıstico

p(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + an−2λ
n−2 + ....... + a2λ

2 + a1λ + a0 ,

e computando a sua derivada p(i ), os monômios λm ,m < i desaparecem e obtemos,

p(i)(λ) =
n∑

k= i

ak k(k − 1).....(k − i+ 1)λk−i =
n∑

k= i

ak
k !

(k − i)!
λk−i =

= i !
n∑

k= i

ak
k !

i !(k − i)!
λk−i = i !

n∑
k= i

ak

(
k

i

)
λk−i.

Portanto, o coeficiente de Q(i) é
p(i)(γ)
i!

eγt.

Consequentemente,

P (
d

dt
){Q(t)eγt } =

n∑
i= 0

p(i)(γ)
i!

Q(i)(y)eγt =

= [
p(n)(γ)
n!

Q(n) + ........ +
p′′(γ)

2!
Q′′ + p′(γ)Q′ + p(γ)Q ] eγt �
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A EDO P ( ddt ) = R(t)eγt, P e R Polinômios Reais e γ ∈ C.

2. Dada P ( ddt )x = R(t)eγt, existe solução particular Q(t)eγt, Q um polinômio, tal que

(∗) p(n)(γ)
n!

Q(n) + ........ +
p′′(γ)

2!
Q′′ + p′(γ)Q′ + p(γ)Q = R.

(a) Se γ ∈ R, podemos supor Q real e então, xp = Q(t)eγt é real.

(b) Se γ /∈ R então Q(t) têm coeficientes complexos e zp(t) = Q(t)eγt é solução complexa.

Escrevendo γ = α+ βi, xp = Re{ zp } e yp = Im{ zp } satisfazem

P (
d

dt
)xp = R(t)eαtcosβt , P (

d

dt
)yp = R(t)eαtsenβt .

(c) Se p(γ) 6= 0 então, grau(Q) = grau(R).

(d) Se γ é ráız de multiplicidade k podemos supor Q(t) = tkR1(t), grau(R1) = grau(R).

Demonstração

Por (13) , procurando determinar uma solução xp(t) = Q(t)eγt encontramos,

P (
d

dt
)
{
Q(t)eγt

}
=
[
p(n)(γ)
n!

Q(n) + ...... +
p′′(γ)

2!
Q′′ + p′(γ)Q′ + p(γ)Q

]
eγt = R(t)eγt ,

donde, obtemos (*).

Por (9), existe um polinômio Q resolvendo (*).

É óbvio que se p(γ) 6= 0, grau(Q) = grau(R) e, se γ é ráız de multiplicidade k então,

p(n)(γ)
n!

Q(n) + ........ +
p(k)(γ)

2!
Q(k) = R(t),

que tem, por (9), uma solução polinômial y = Q(k), grau(y) = grau(R). Integrando y(t)

k vezes, e escolhendo termos independentes nulos, obtemos uma solução particular �
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