MAT 221 - CALCULO 1V -
2° SEMESTRE de 2008

Professor Oswaldo Rio Branco
RESOLUGCAO DE P(4)z = R(t)e"*, R um polinédmio real e v € C

Lema Consideremos a edo com coeficientes a), s néo todos nulos e P = P(t) um polinémio,
anz'™ +a, Y+ + a12' +agxr = P(t) = bpt™ + ... + byt + b .
(a) Se ag # 0, existe solucao polinomial @, grau(Q) = grau(P).
(b) Se k =maz{i:a; =0,j < i}, hd solugdo polinomial Q = t**1 P, grau(Py) = grau(P).

Prova

(a) Resolvamos o par de equagoes
Q(t) = cut™ + cpat" + cot? + et + co,

(x) aQ + a1Q" + a2Q" + ... + an(j) + + an,lQ(”_l) + anQ(") =P,

identificando o coeficiente de t"~% nas parcelas an(j), j <1, nas demais ele é zero.

Fixada a parcela an(j), j <4, um fator do coeficiente surge do trivial computo,

e o coeficiente é entao ajcp—iy; “é;if)j,)'
O coeficiente de t"~¢ em (*) satisfaz, a soma em ordem decrescente em j =i,i — 1,.....,0,
. n! n—1i+j)! )
(1)  aicm + . + ajcn_iﬂu + . + apCp_i =bp_; ,1=01,2...n .

(n—1)! (n—1)!

Pelas expressoes (i) acima obtemos a equagao matricial obviamente resolivel,
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a; (nTz)' ;1 ((2:1)),' . Qj (ngi—:)j,)' . . Qo 0 0 0 0 Cn—i bnfz'
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(b) A equagao é anz™ + ...+ appz*tD = P, Por (a) any™ Y 4+ apy = P,
k+1 < n, tém solucdo y(t) = Q(t), grau(Q) = grau(P). Integrando y = y(t) k + 1-vezes, e

escolhendo zero para termo independente, obtemos a solugao desejada M

FORMULA PARA P($){Q(t)e"} :

1.
Pz {Qme"} = LQ( L + %Q” +P(MQ + p(Q | e
Demonstragao Escrevendo
d ar an— 1 d2
P(— I
(dt) o b1 et ang Far +ag

computemos P(%){Q(t)e”t} identificando o coeficiente de Q. i fixo. Expandindo

P(%){ Qe }, a i-ésima derivada Q) surge sé nas parcelas com coeficiente ay, k > i.

Ainda mais, 47 (e7) = 4™e e portanto, para cada k > i,

2 Qe - Z( Yo 4 oy - S (F)anirer.

p=0 p=0
Assim, contabilizando as contribuicdes ao coeficiente de Q(*) obtemos o somatdrio,
n
k .
2 ag < . ,714: 'Le'yt
: i
k=1
Consideremos agora o polinémio caracteristico

p(A) = a, A" + An AU ANV + XN+ am N + ag,

e computando a sua derivada p(*), os monémios A\, m < i desaparecem e obtemos,

PO = 3 apklk = Deo(k — i+ 1) N Zak =

p(zz'(’Y) e'yt
Consequentemente
d (@) ,
Phtomery = Y T Woug)er
i=0 !
(n) /!
=[5 me(n) T * pQ(!V)Q” +P(Q + p(MQ e



A EDO P(4) = R(t)e"t, P e R Polinémios Reais e v € C.

2. Dada P(%)x = R(t)et, existe solugao particular Q(¢)e?t, @Q um polindmio, tal que

(’I’L) /!
() EWow 4 oy )@+ sme =R

(a) Se v € R, podemos supor @ real e entao, x, = Q(t)e?" é real.
(b) Se~ ¢ R entao Q(t) tém coeficientes complexos e z,(t) = Q(t)e"" é solugao complexa.

Escrevendo v = a + (i, x, = Re{ z, } ¢ y, = Im{ z,, } satisfazem

P(=)z, = R(t)e*cospt P(%)yp = R(t)e*senft .

(¢) Se p(v) # 0 entdo, grau(Q) = grau(R).
(d) Se v é raiz de multiplicidade k podemos supor Q(t) = t* Ry (t), grau(R;) = grau(R).

Demonstracao

Por (13) , procurando determinar uma solugao z,(t) = Q(t)e?* encontramos,

p™(7)
n!

QM + .. + pz(!v) Q"+ (MQ" +p(7)Q | € = R(t)e",

PC{ QU } =
donde, obtemos (*).

Por (9), existe um polinémio @ resolvendo (*).

E 6bvio que se p(y) # 0, grau(Q) = grau(R) e, se v é raiz de multiplicidade k entéo,

p*)(7)
21

que tem, por (9), uma solugdo polinémial y = Q)| grau(y) = grau(R). Integrando y(t)

Q") =R(t),

k vezes, e escolhendo termos independentes nulos, obtemos uma solucao particular Bl



