Exercicio 2(c) - Elipse : 422 + 3y*> — 8x + 12y — 32 =10
Este é apenas um resumo, com comentdrios, da solugao. Fagam um esboco da elipse, mos-

trando o centro, os focos, semi-eixos, vértices e retas diretrizes.

Temos, 4(z% — 2x) + 3(y* +4y) — 32 = 4(z — 1)? + 3(y + 2)? — 48. E assim, a quddrica dada
é a elipse
—1)2 2)2
-1, w2’
12 16
Logo, o centro é C = (1, —2), o semi- eixo maior é b = 4, o0 semi-eixo menor é a = /12 e, ainda,

2 =b%—a? =16 — 12 = 4, o que implica c = 2.

Portanto, os focos sdo Fy = (1,—4) e F5 = (1,0) e os vértices sado

Vi =(1-v12,-2), Vo = (1+V12,-2),
Va=(1,2) e Vi=(1,-6).

A excentricidade é e = § = % = %

As retas diretrizes sio y — (=2) =y + 2= :l:g = :I:% = 48. Logo,
Dy :y=-10 e Dy :y =6 ; fim do exercicio.

Nao é mister efetuarmos as verificagoes visto que todos os resultados estao ja provados na
teoria mas em um primeiro contato com este tépico é prudente faze-las, até mesmo para melhor
compreensao da teoria. Apresentarei as entdo uma para cada caso: parabola, elipse e hipérbole.

Mostremos que P satisfaz a equacao dada se e somente se |PFy| = e|PDs|. Notemos que
esta segunda equagdo é equivalente a /(x —1)2+y2 = ely — 6] ,e = %, a qual, elevando ao
quadrado, é equivalente a

dx—1)+4y*=(y—6)2=y? — 12y + 36

ou,

422 +3y? —8x + 12y — 4+ 36 = 0, que é a equacao da elipse dada.

Observando que escolhemos o foco mais préximo a reta diretriz vemos que uma outra pos-
sibilidade para escrevermos a equagao da elipse , utilizando a outra reta diretriz, é
|PF1| = e|PD;|, pois desenvolvendo tal equagao obtemos

VE 7+ (T A7 = Yy +10

ou,

4(x —1)% + 4(y +4)? =y + 20y + 100. Isto é,

422 —8x + 4 + 4y®> + 32y + 64=19y% + 20y + 100, que é a equacio da dada elipse.

Também obtemos a equagao da elipse através da soma das distancia aos focos:

|PFy| + |PFy| = 2b. Isto é, /(z —1)2+ (y +4)2 + /(z — 1)2 + y% = 8 pois passando o
segundo radical para o segundo membro e entao elevando ao quadrado concluimos que

(- 1%+ (y+4)? =64 —16/(x — 1)2 + y2 + (z — 1)? + y* e desta obtemos,

8y + 16 = 64 — 164/ (z — 1)%2 + y2 ou,

IGW = 48 — 8y, que simplificando resulta : ZW = 6 —y; mais uma

vez elevando ao quadrado chegamos a equacao

4[(xr—1)%2+9y?% = 36— 12y +1? e, finalmente, expandindo esta temos mais uma vez a equacao

da elipse 422 +3y? — 8z + 12y =32 A



Exercicio extra A equagao geral de uma reta no plano cartesiano é: D : ax + by + ¢ = 0;

a ou b nao nulo. Dado um ponto P, = (z,,¥,) € R?, a distancia de P, a reta D é :

| ax, + by, + |
va? + b2 '

Prova Seja m, o coeficiente angular de uma reta r qualquer. As retas, designadas por S,

|PD| =

perpendiculares a reta D, tem coeficiente angular mg tal que mg.mp = —1. Logo, utilizando
o parametro d, uma equagao geral de tais retas é:

S —br+ay+d=0,deR

Entre tais retas perpendiculares a D queremos a que passe por P, = (z,,9,). Isto é,

—bx, + ay, + d = 0 e, portanto, determinamos d = bx, — ay,. Temos entao a reta

Sp,

o

s —=bx +ay + (bro —ay,) =0

Para determinarmos o ponto P; = (z1,y1) = D N Sp, resolvemos o sistema:

(*){ ax +by =—c

—bx + ay = ay, — bx, ,
Multiplicando a primeira equagao por a, a segunda por —b, e entao somando-as temos :
1 2
T1 = o (V720 — aby, — ac) e,
agora, multiplicando a primeira por b e a segunda por a e somando-as concluimos :

Y = ﬁ(—abxo + a?y, — be).

Computemos agora o quadrado da distancia de P, = (x4, 9,) & P1 = (z1,¥1):
[PoP1? = (20 — 21)” + (Yo — 1) =
=25 — s (Vo —abyo —ac ) 1* + [yo — s ( —abz, +a’y, —be ) > =
= ﬁ[ (azy +aby, + ac)? + (abz, + by, +bc)? ] =
= wepl ez, + byo + ¢ + VPlaze + byo + 0)* ] =
= Gy (@ + %) (azo + by, + 0)? ] =

(azo + byo + ¢)?

e , donde segue a tese.



segunda prova Reescrevendo (*) na notagao matricial temos:

] e )

E facil constatar que dada uma matriz inversivel,

| A B
|c D
sua inversa é dada por
M-l 1 D -B
AD-BC | —¢c A

Assim, a solugdo de (*) é

T o ].
Y1 B a2 +b2

a —b —c
b a ay, — bz, .

Logo, =7 = az,iibfz(—ac — aby, + b%z,) e y1 = ribz(—bc + a%y, — abz,) e a demonstracio

segue como a anterior W



Exercicio 3 - Hipérbole - Dada a quéadrica xy = 1 e efetuando a rotagao Ry, 6 = 7 rad,

temos

SR
==
<

{ T = ucosd —vsentl =

y = usend + vcosd =

SIS
|

ol

Tal rotagao em notagao matricial é descrita como

HEFAIEE

2

STak,

73 .
5 v
Logo, de zy = 1 obtemos u? — v? = 2 e assim a equacdo reduzida da hipérbole:

Neste caso temos a = b = /2 e a hipérbole é dita equilatera.
O centro é C = (0,0) e, de ¢? = a? + b2, temos ¢ = 2.
Consequentemente, os focos sao, nas coordenadas u e v, f1 = (—2,0) e fo = (2,0) e,
nas coordenadas cartesianas x e y, Fi = (,\f7 f\@) e Ih = (ﬁ, \/§)
Os vértices sio, nas coordenadas u e v, (—v/2,0) e (v/2,0) e,
nas coordenadas x e y: V3 = (—1,-1) e Vo = (1,1).
A excentricidade é e = £ = % =2
As assintotas s@o, nas coordenadas u e v, as bissetrizes v = &+ u ; as quais correspondem,
nas coordenadas z, y, aos eixos Ox e Oy : v=wazxz=0 e, v=—-uay=0.
As retas diretrizes sdo, nas coordenadas u e v,
ditu=—-%2=-1 e dy:u=+%¢=+1;
as quais correspondem, respectivamente, nas coordenadas = e y as retas (verifique)
Di:y=—-2—2 e Dy:y=—x++/2;fim do exercicio.
Verificagées Mostremos que a equagao zy = 1 é equivalente a |PFy| = e|PD;] ou seja,
utilizando as coordenadas u e v provemos que u? — v? = 2 é equivalente a |Pfi| = e|Pdy|.
Temos que esta ultima, \/m = V2|u + 1], é equivalente a
(u+2)2 +v2=2(u+1)?
ou, expandindo,
ur+du+ 4402 =20 +4u+2
que é exatamente a equagao da hipérbole nas coordenadas u e v.
Uma outra prova pode ser obtida utilizando as coordenadas x e y. Utilizemos que a distancia

de um ponto P, = (z,,y,) € R? areta D : ax + by + ¢ =0, a ou b ndo nulo, é dada por:

laz, + by, + ¢

P,D| =
b= e



Assim, |PFy| = e|PD;| é equivalente a \/(x—i— V22 + (y+v2)2 = ﬂ%7 a qual
equivale a
(z+v2)? + (y+v2)? = (z + y + V/2)?, ou seja, expandindo esta,
22+ 222 + 2+ v + 22y + 2 = 2% + % + 2+ 22 + 2V/2y + 2xy; isto é,
2 = 2zy, que é a equagao dada: zy = 1. Analogamente prova-se que |PF;| = e|PDy| (verifique).
Verifiquemos que a quidrica zy = 1 é também dada pelas equacoes |PFy| — |PFy| = £2a.
Elevando estas duas ultimas equagoes ao quadrado temos que elas sao equivalentes as equagoes
V@ V2R + (4 V2= £2V3 + /(@ - VD2 + (y - V22,
com os sinais correspondentes (de forma natural); e estas equivalentes as,
(V22 + (4 VD2 =8 + 4V3 /(e — V22 + (4~ V2? + (2 - VD2 + (y— V2P,
expandindo e cancelando obtemos
2V2x + 2V/2y=8 + 4\/5\/(37—\/5)2 + (y—v2)2 — 222 -2V2ye,
isolando o radical no segundo membro e dividindo por 4 temos
Vie + V2y-2=% V(e —v22 + (y - V2?
estas duas equagoes sao equivalentes a uma tnica equagao:
[VEa + VIy—2]=va/(@-VD? + (y— V2
agora, dividindo por v/2 e elevando ao quadrado vemos que esta tltima equivale a
(z+y—v2)?= (z-Vv2)?>+(y— V27>
a qual expandindo escrevemos
2?2 +2-2v2 2 —2V/2 y+ 22y = (22 — 22 2+ 2) + (y* — 2v/2 y + 2) e entdo,
observando que os termos varidveis, nao mistos, se cancelam chegamos & equagao
24+ 2xy =2+ 2,

que é justamente a equacao inicial xy =1 B

Exercicio 7 (2) - Pardbola : y? = 36z . A menos dos eixos trocados esta equagao estd
em sua forma padrao.

Assim, temos p = 9, o eixo de simetria é o eixo Oz, o foco é F = (9,0), a reta diretriz
éD:x = —-9eo vértice ¢ O = (0,0). Mostremos que a equagdo |PD| = |PF| define a
parébola. Reescrevendo |PD| = |PF| obtemos |z + 9] = y/(z — 9)? + 2, a qual é equivalente
alz+9* = (x—9)* +y*
isto é, expandindo,

22 + 18z + 81 = 22 — 18z + 81 + y? ou ainda, 36z = y*> W



Exercicio 5 (g) - Parabola : 22 + 2xy + y? + 8x — 8y = V2 . Eliminemos o termo misto

efetuando a rotagao Ry , onde cotg20 = % =0 ;isto é, 0 = 7. Em notagao matricial temos,

x| | cos) —send u’
Yy senf  cos6 v
De tal equag@o matricial obtemos os sistemas de transformagoes de coordenadas

x = g(u’—v')
v = Bl )

rT—y = —V2v .

{ z+y = V2 u

Rescrevendo a equacio da pardbola obtemos (z + y)? + 8(z — y) = V2; e desta, mudando as
varidveis, deduzimos (\/ﬁu’)2 — 8V2v' = /2 e entdo concluimos: 2u’? — 8/2v' = /2. Logo,

simplificando, chegamos & equacao v/2u/?> — 8’ = 1 a qual, pela translacio

u = u
o 1
v = +§,
2

torna-se v = Y242 ou, em forma padrao, u? = 4v/2v.

IS

Nas coordenadas u e v o eixo de simetria é o eixo v, isto é, u = 0, o vértice é (0,0), o foco
é f =(0,v2) e areta diretriz é d : v = —/2.

Nas coordenadas u’, v’ o eixo de simetria é v/ = —é, o vértice é (0, —%), o foco é

fr=1(0,v2 - %) e a reta diretriz é d’ : v/ = —v/2 — é.

Nas coordenadas = e y o eixo de simetria é r: y—z = —%, o vértice 6 V = (1—‘/657 —%), o)
focoéF:(%—l,l—‘l/—g) e, sendo y — x = /2 v/, a reta diretriz é D : y—x:—?—%.

Verificagao : temos que |PD| = |PF| se e somente se |PD|?> = |PF|? ou seja,
—z 42+ L
(= =[e+ =) P + [y- (- P
isto é,
2 + 22 + 2+4L2)2 — 22y + 292+ L) — 222+ L) | =
22 4 2r(1—¥2) 4 (1-Y¥2)2 4 4% — 29(1 - ¥2) + (1-¥2)?
ou ainda,
v+ 2+ (242 22y + 292+ 2) - 222+ L) =
= 227 + 2%+ da(l - ¥2) — 4y(1—Y2) + 41— ¥2)2,
que reescrevemos como
y? + 2% + 4(1—}-%)2—23@—1— 4y +%y—4x—§x:
= 222 + 2% + 4x—%x — 4y + %y + 4(1—\1/—65)2
e entao, passando o primeiro membro para o segundo, concluimos que
2 + 2zy + y® + 8z — 8y + 4(1-¥2)2 — 41+ ¥2)2 =0,
a qual é a equagao da quddrica dada pois
41— ¥2)? — 414+ 2)2=-8¥2 82— _\/H m



Exercicio 4 - Elipse : 1722 — 12zy + 8% — 80=0.
O angulo de rotagao 6 , 0 <6 < 5 , é dado por cotg20 = A;BC = —%.
Logo, de cossec?20 =1 + cotg?20 = 22 e pela relagio trigonométrica fundamental segue

sen?20 = % . cos?20 = %
e, devido a escolha de @ ,
sen26 = 4 , cos20 = 23 .
5 5
Assim, de —% = 0520 = cos’0 — sen?d = 1 — 2sen?, temos :
sen?f = — cos* = 1
5 7 5

e portanto, devido & escolha de 6,

V5 V5

sen9:2? e cost = — .

Para esbocarmos a quadrica é 1til calcularmos a tangente de 6. Neste caso temos,
tgd =2 .
A transformagdo Ry = Ry(x,y) é dada pela equagdo matricial:
HRE RN PN N
y 2¥5 5 vl 512 1 |||

Pelas férmulas sintéticas para a mudanca de coeficientes quando de uma rotacao:

A’ = Acos?0 + §86n29 + Csen?d
B' = (C — A)sen26 + Bcos26

C' = Asen?®6 — gsen% + Ccos®0
D’ = Dcosf + Esenfl

E’ = —Dsenf + Ecosf

F'=F;

temos D' = E' =0, B’ =0, F’ = —80 e, ainda,
A= 2.3 5 o ¢=8128,8_9.

Efetuando a rotacdo a curva passa a ser descrita por 5u2 + 2002 = 80 ou, ainda,

u? 02

FERNE TR
que é a equacao em forma padrao de uma elipse.
Nas coordenadas u e v o centro é (0,0), o semi-eixo maior, ao logo do eixo u, é a = 4, o

semi-eixo menor, ao longo do eixo v, é b = 2.



Ainda mais, ¢® = 16 — 4 = 12 e entéo, ¢ = 2v/3. Logo, os focos sao, nas coordenadas u e v,
fr=(2v3,0) , fo=(-2V3,0).
As coordenadas dos focos, no sistema x, y, sao dadas por

1 -2

V5
5 |2 1

FZ‘E

£2v3 | VB | £2V3
0 B +4v3 |

5
e assim, correspondendo f; a Fj;, i = 1,2, e também os sinais, temos
2 4 2 4
F1:(3V15,g\/15) F2:(75V15,7g\/15)

A excentricidade é :

a 4 2
As retas diretrizes s&o, nas coordenadas u e v,

83 8v/3
=5 o hru=—mm

Obs Estou utilizando a notagao segundo a qual a diretriz d; é a mais proxima ao foco f;.

c_2/3_ V3

di:u

No sistema x , y, as coordenadas da reta diretriz d; passam a ser dadas por

P Va1 -2 83
L T e

sendo que tal equacao matricial é equivalente ao sistema linear 2x2

Vb= %7 2v
VEy = 185 4 o,

o qual é entao resolvido, nas incégnitas x e y, ao eliminarmos a varidvel v; o que é obtido ao

multiplicarmos a segunda equacao por 2 e entao somando-a com a primeira equagao:

4
\/5x+2\/5y:0T\/§.

Assim, temos que a reta diretriz D, é dada por

V1
D1:x+2y:¥.

Verificagdo Mostremos que |PF;| = e|PD;| equivalente a 17202 — 122y + 8y*> — 80 = 0.

Elevando ao quadrado ambos os membros temos |PF|? = 3|PD;|?, e expandindo obtemos:

2 4 3 |z + 2y — 8152
— 2V15)2 ~2V15)2 = S =2 3 1
(2= VIR + (y= VBB = SO )
0 que equivale a,
4 12 8 48 320 16415 32v/15
20(x2—5\/15x+€+y2—5\/15y+€)=3(x2+4y2+7+4xy— 5 %3 Y);

isto é,
2022 — 16V/15 & + 48 + 20y — 32v/15 y + 192 = 322 + 12y + 320 + 122y — 16V15 = — 32V/15 y;

que é, apos os devidos cancelamentos, a equagao original W



IMPORTANTE Facilmente computamos os coeficientes, evitando tantos célculos trigo-
nomeétricos, se a equagao da quadrica nao apresenta termos de grau 1; isto é, quando D = E = 0.

Sendo este o caso, temos que para toda rotacgio os coeficientes D’ e E’ serao também nulos
(vide férmulas para os coeficientes) e o coeficiente F' ndo muda.

Aplicando a rotacao que elimina o termo misto, o coeficiente B’ é também nulo.

Por dltimo, e mais importante, os coeficientes A’ e C’ podem ser calculados trivialmente
(mesmo se houver termo de grau 1 ) aplicando a Proposicao 0.2 (v. notas p. 49 ).

Proposigao Os coeficientes A’ e C’ para a especifica rotacao que elimina o termo misto sao
raizes do polinémio caracteristico associado a quadrica,

A\ B

p(A) =
2 C-A

:AQ—(A+C)>\—%, A = B? - 4AC .

Observagao Se houver termos de grau 1, é conveniente : primeiro, elimind-los (se possivel)
e em seguida o termo misto. Assim procedendo evitamos varios célculos trigonométricos.

Assim, no exercicio 4 ( 172? — 12zy + 8y? — 80 = 0) temos :

17— X -6
-6 8- A

p(\) = = A2 — 25X + 100.

Para determinarmos as raizes escrevemos :
A2 — 25X + 100 = (A — 2)? — 825 4 100. Logo, temos
(A= %)2 = % = % ; e portanto, extraindo a raiz quadrada,
|A = 2| = £2; donde concluimos que
A= % + 1—25 e, finalmente, A = 5 ou A = 20.

Assim, determinamos quais sdo as rafzes e agora precisamos saber qual delas é A’ (ou ().
Utilizemos a relagao, também a pagina 49

cos20 = ;%gl ,

que informa: se 26 pertence ao primeiro quadrante (cos26 > 0) a diferenga A’ —C’ terd o mesmo
sinal que a diferenga A — C e dizemos que a "ordem”é preservada ; isto é, se A é menor (ou
maior) que C entdo A’ é menor (ou maior) que C’, respectivamente. Analogamente, temos : se
20 pertence ao segundo quadrante (cos20 < 0) entao esta ”ordem”é invertida.

Retornemos ao exercicio.

Como ja vimos, cos26 = 7% e, ainda, A =17 e C = 8. Logo, como devemos ter

3 9

5 A -C
segue que A’ =5e¢eC’' =20 N



(5) (a) > +2y+9y*>—3y—6=0  (resolucio iniciando com translacio)

Como A = B? — 4AC # 0, podemos (v. notas, pp. 50, 51) eliminar os termos de grau
1 com uma translagdo. Aqui, apresento matricialmente os cédlculos e enfatizo a utilidade do
discriminante tanto para a translagdo como para a identificacdo da quéadrica.
Seja Q(w,y) = 22 + xy +y*> — 3y — 6, x e y reais.
Substituindo v/ = x — h e v/ = y — k, temos
(W +h)?2+ W +h)0@+k)+ 0 +k)?2=30+k)—6=
u? +u'v + 0" + (2h + k)u' + (b + 2k — 3)v" + (h? + hk + k? — 3k — 6),

e em notagao matricial, sendo M a matriz associada a quidrica (v. notas, p. 49),

SR
L)

determinando h = —1, k = 2. Assim, o centro é C = (—1,2) e Q(h, k) = Q(-1,2) = —9.

Observacao Apesar de ser mais facil resolver diretamente o sistema linear (assim procedi)

Sh+k =
5 . + 0
h+2k =3,

—_ Nl

ol s
Q vlw

[STIST

impomos (v. notas, p. 51),

2M

é til, ao menos uma vez, perceber que ¥ tém solucdo tnica (i.e., a translagao existe e é tinica)
se, e somente se, seu discriminante (B? —4AC), definido como o determinante da matriz (2M)
associada ao sistema, é nao nulo. Com a mesma matriz determinamos (i) a translacio (se
possivel), (ii) os coeficientes A’ e C’ ao eliminarmos o termo misto e (iii) a natureza da curva.
Sao iguais, o discriminante de X, o determinante de 2M e o discriminante da quédrica (A).

Nas coordenadas u’ e v’ a equacao é:
u? + uv + v - 9=0.
Para escrevermos esta nas coordenadas u e v, sem termo misto, determinamos as raizes de

1
1-x 3

1
Io1-

p(A) =det(M — M) =

Portanto, se p(\) = 0 entdo |A — 1| = %, o que implica A — 1 =+ %

As rafzes de p(\), A’ e C’, sdo % e % Para distingui-las observemos que (v. notas, pp. 49):

A" —C" = (A - C)cos20 + Bsen20;

como A—C =0, cotg20 =0,0 =5 e B=1, temos : A" — C" = 1; e entao, A’:%eC':
Nas coordenadas u e v, a equagao da quadrica é:

3 1
5'1,62"‘5'02:9,

1
5

10



e na forma padrao,

u? v?

Wor Fevae !

O semi-eixo maior estd sobre o eixo v e mede b = 3v/2 e, 0 menor sobre u e mede a = v/6;

ainda, ? =02 —a2=18—-6=12, c=2V3 , ez%z%:§7 22%23\/5.
Compondo translacdo e rotacao a mudanca de coordenadas do sistema uv para o sistema zy é:

| W || cos®  —sent u | V21 -1 u
v senf  cos6 v 2 1 1 v |
ou ainda, em outra apresentacao (é ttil utilizarmos ambas, dependendo da oportunidade),
x| -1 . V2|1 —1 u
y 2 2 11 1 v |

Os focos sao, em uv, f; = (0,—-2v3) e fo = (0,2v/3); as coordenadas, Fy, de f; em xy sio:

x7—1+\/§1—1 07—1+\/§2\/§7
y | | 2 2 11 1 || -2v3] | 2 2 | —2v3 |
e portanto temos F; = (\/6 -1,2— \/6) e, analogamente, Fy = (—1 — V6,24 \/6)

Em uv as diretrizes sio dy : v =—-3v3 e dy:v = 3\/3; D1, as zy coordenadas de di, sao:

_\/ﬁ 1 -1 u _\/5
T2 01 1 33| 2

2
isto é, (x4 1) — (y — 2) = 3v/6. Logo, as diretrizes em xy sio:
Di:z—y+3—3V6=0e, analogamente, Dy :z —y+3+3v6=0.

z+1
y—2

~-1+6
2-V6

3

z+1
y—2

)

u+ 33
u—3\/§

Verificagao Mostremos que a quédrica é dada por |PFy| = e|PD;].
Elevando ao quadrado temos
(z+1 VB2 + (y—2+V6)2 = 2l =vt 2 =3V o
3[(* + 21 =V6)z + (1-2v6+6)] + 3[(y* + 2(vV6-2)y + (4—-4V6 + 6)] =
=22 + 9?2 + (9-18V6+54) — 2zy + 6(1 —v6)z — 6(1 —V6)y,
que agrupando obtemos
222 4+ 2y% + 2xy + 0z + [6(vV6—2) + 6(1—+/6)]y = (63— 18v/6) —3(7—2/6) —3(10—4/6);
isto é, 222 +2y% 4+ 22y —6y =12 A

11



(5)(e) 112% — 24xy + 4y + 30z + 40y — 45 = 0 . (resolucdo iniciando com translagao)
Sendo A = (24)? —4 x 11 x 4 = 400 > 0, a quadrica é ou degenerada ou uma hipérbole.
Translacao Sejam Q(z,y) = 22 +zy+y? —3y—6, x = v’ +h e y = v/ + k. Substituindo temos
11u'? — 24u/v" + 4v'% + (22h — 24k + 30)u’ + (—24h + 8k + 40)v" + Q(h, k) = 0.

O sistema 22h — 24k 4+ 30 = 0, —24h + 8k + 40 = 0 é equivalente ao sistema 11h — 12k = —15,
—3h + k = —5 cuja solugao é: (h,k) = (3,4). Notemos: Q(3,4) =80
Rotagao Obtivemos a quadrica 11u'? —24u’v’ +4v"? 480 = 0, e rotacionando-a adequadamente

eliminamos o termo misto, obtendo uma quddrica com coeficientes A’ e C’ raizes de

11 - =12 9
p(A) =det(M — \I) = = A" — 15X — 100.
—-12  4-2A
De p(A) = (A—12)2 - 25 _ 100 = (A — 12)2 — €2 = ( temos |A — | = /%25 = Z; donde,
A= % + 2—25 Logo, as raizes de p(\) sdo —5 e 20.
Para distingui-las observemos que cotg20 = % = —2—74 < 0; logo, pela escolha de 6, cos20 < 0
e, entao, de cos20 = % = ﬁ concluimos, A’ — C’ < 0 e, portanto, A’ = -5 e¢ C' = 20.

Empregando a rotacdo obtemos —5u? 4 20v2 4 80 = 0, no sistema uv, cuja forma padrao é
(hipérbole) % — ¥ —1.

22
Elementos: a =4, b=2, 2 =a®+ b2 =20, ¢ =25, g:%, ezgzé e%:%‘/g ;
ainda, no sistema uv temos, centro (0,0) e eixo u (v = 0) como eixo principal;
focos:  f1 = (—2v5,0) e f» = (2v/5,0); vértices : (—4,0) e (4,0);
diretrizes: dj :u = 7% e do:u= +8—‘5/5; assintotas: v = f%u ev = %u
e 29 1 7/24 \ _ 9 _3
Para esbogar a quédrica : temos (v. notas p.50), cos“0 = 5(1 — \/@) =55 ,co80 = ¢,

_ 4 _ 4
sent) = ¢ etgd = 3.

Compondo translacao e rotacao a transformacao do sistema uv para o sistema xy € :

r=3 | v | 1|3 —4 w | 1| 3u—4v
y—4 v 514 3 v 5 | 4u+ 3v
ou,
z 3 1| 3u—4v
= + = s
Y 4 9 | 4u+3v

ou ainda, reescrevendo em notagao para sistemas,
5(x—3) =3u—4v
5(y—4) =4u+3v.

Via matrizes e/ou sistema, segundo a preferéncia, temos, nas coordenadas xy,
centro C = (3,4);

eixo principal (v = 0): substituindo v =0 em X,

5 { 5(x —3) =3u
5(y—4) =4u

12



temos 2(z — 3) = 2(y — 4), que implica y = 3.

focos (u = F 2v/5): os focos sao dados por
F 6v5 ]

b]:h]+é F8V5

isto 6, Fi:(3-98,4-85) o F,=(34 805 44 85,

vértices (u=F 4) : %:(%’g) e ng(%,%—(j)

diretrizes (u = F %) : substituindo em ¥ temos,

{ Sx—3) = F XL _ 4
_ 325
5(y—4) = F 52 + v,
multiplicando a primeira equacao acima por 3, a segunda por 4, e entao somando-as obtemos
15(x — 3) +20(y — 4) = F 40V/5 e , dividindo por 5, temos as diretrizes,
Di:3x+4y—25+8V5=0 e Dy:3x+4y—25—85=0;

assintotas (v = F 2u) : substituindo em ¥ temos dois sistemas,

e
5(x—3) =3u — (2u)=wu
5y—4) =4du + 2u=1u ’
do primeiro obtemos 5("”573) = % x 5(y —4) ou, x — 3 = 2(y — 4);
e do segundo, 5(z — 3) = & x 5(y —4) ou, 11(z — 3) = 2(y — 4), donde, as assintotas
rT—2y+5=0 e 11z — 2y — 25 =0.

Verificagao Desenvolvendo o quadrado da equacao |PF| = e|PDq| temos:

3z + 4y — 25 + 852
(z73+%)2+(y*4+¥)2:%‘m y32+42 ‘

isto é,
20[22 + 9 + 38 — 6z + 12055 — 36Y5] | 20[y2 4 16+ &4 — 8y + 165y _ 645
= 922 + 16> + (=25 + 8v/5)% + 24y + 6(—25 + 8/5)z + 8(—25 + 8/5)y,
a qual, agrupando os termos, é
1122 — 24zy + 4y + [20(—6+12Y5) —6(—25+8V5)]z + [20(—8+10Y5) —8(—25+8V/5)]y +
+[20(9+ 38 — 365 4 164 64 _ 645y _ (625 — 400v/5 + 320)] = O,
que simplificando obtemos,
1122 — 242y + 4y®> + 30z +40y—45=0 MW
Obs : Uma outra apresentagdo para a mudanga de coordenadas (a qual prefiro): transla-
dando pelo vetor (3,4) e rotacionando pelo dngulo 6§ = arctg(%), a mudanga de varidveis do

sistema wv para o sistema zy é dada por,
x 3 113 —4 U
= 4= .
Yy 4 514 3 v
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Exercicio 5(b): 22 —10zy +y? +x+y+1 = 0. Temos que A = 96 > 0. Logo, a quidrica,

se nao degenerada, é uma hipérbole.

Translagao Sejam = = u’ + h e y = v’ + k. Substituindo-as na quédrica os termos de grau 1
tornam-se (2h—10k+1)u’ e (—10h+2k+1)v' e, para elimind-los, determinamos (h, k) = (3, %)
Sendo P(x,y) = 22— 102y +4? + 2 +y+ 1 o polindémio associado & quadrica temos P(% %) %

e passamos a analisar
9
2 100 +0?+2=0.
8
Rotagao Rotacionando mudamos a um sistema uv em que B’ = 0 e os coeficientes A’ e C’ sao

raizes do polindémio caracteristico associado a quadrica dada,

1 -x =5
p(\) = det(M — \I) = =(1-X)*-25.
W =detr-an=| * " ==y
Logo, A’ e C’ sdo 6 e —4. Para distingui-las observemos que cotg26 = 0; logo, 6 = Z, cos20 = 0
e sen20 = 1. Assim, de A’ — C' = (A — C)cos20 + Bsen20 (v. p. 49), temos A’ — C” =—-10e,
portanto, A’ = —4 e C' = 6. Em uv a equacdo é 6u’ — 4v? + % = 0, que tem forma padrao,
Hipérbole: (3%15)2 u? — (%%)2 v =1

Elementos: Para identificarmos o eixo principal de uma hipérbole, na forma padrao, nao
é relevante qual dos niimeros a e b (‘[ 3‘[ , neste caso) é maior mas, qual parcela é subtraida
pois ao esta se anular determinamos os Vertlces e o eixo principal, que os contém.

Temos, no sistema uv, eixo principal: u (v = 0) e centro = (0,0); e ainda,

3\f f 2 _ 2 _ _ V30 b _ V6  _ V15 _ 330
= b= =a’+b 32,0—7,5_7,6_5 76%— 10 -
Amda, no s1stema uv temos,
focos : f1 = (- ‘ﬁ ,0)e fo= (@,0) ; vértices: (—%,O) e ( ‘f70)7
diretrizes : d; .uz—% e dy :u:—%; assintotas : vz—éu evz@u.

Para esbogar a quadrica : temos cosf = senf = @

Compondo translacao e rotacao a transformacao do sistema uv para o sistema xy é:

T 211 -1 U
| w2 ,
Yy 2 11 1 v
\/§(x — %) =u—v
V2(y — %) =u+v, (u,veR).
Via matrizes e/ou sistema, segundo a conveniéncia ou preferéncia, temos nas coordenadas xy,
_ (1 1y.
centro C = (3, 5);
eixo principal ( v = 0): substituindo v =0 em ¥, temos y = z ;
focos:(f; = (F ‘/; 0) e F; correspondendo a f;) Fy = (PT‘/E, 1*%;/ﬁ) e Fy = (Y35 14V15),
vértices : V, = (—-1,-1) e Va=(1,1);
diretrizes : (u= F r) sustituindo em ¥ temos

itz §) =528 -
V2(y - g

0o|+— ol

ou,

(y-1) =F0 10, weR)
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logo, somando as equacoes e entdo dividindo por v/2 e, em seguida, simplificando o termo
independente obtemos (D; correspondendo a d;)
Ditat+y—3315-0 e Dy:aty— 335 =0;

assintotas : (v= F ?u) substituindo em ¥ temos,

{ V2(x—3) =ust @u
V2y - §) =uF Hu
que separamos em dois sistemas,
¥ V2(z—§) =u+ g“ = 3Jr:a\/é“
V20y—3) =u— Pu= 3_3‘/6u

S
S

S

N Va(e—§) =u— Pu=15
V2(y — 1) =u+ You= 3250y
e, eliminando u, temos por solucao de tais sistemas no plano xy, respectivamente,
> =23 1 3 1y_ _3 1
V2@ ) =2 5V2Ay—5) e V2 —§) = FipV2-3)

ou, respectivamente,

T8 = 57w —3%) € @8 = 5sW )

ou, ainda respectivamente,

B-Voz-H=B+VOy-1) e B+V6)(z—5)=B-VO)(y—3),
que resultam, finalmente e respectivamente, nas assintotas
(3—VB)z—(3+V6)y+ %0 =0 e 3+ VB)z+ (3 -6y — 32 =0.
Verificagao Mostremos que |[PFy| = e|PD4].

Elevando ao quadrado temos,

— _ + —
(x— 2B+ (y - 5f0) = Pl

o M _ 5-3/152

6[372— lle/ﬁx_’_(lfg/ﬁ)Q] + 6[y2— 1721/ﬁy+(17§/ﬁ)2]
_ 5[1,2 + yz + (5_§gﬁ)2+2xy _ 5_:;’(‘)/ﬁx o 5—:I)\/ﬁy]

0
cujo desenvolvimento é,
6.’E2 _ 3(1—2\/ﬁ)x + 6(1—&/5)2 + 6y2 _ 3(1—2\/ﬁ)y + 6(1—&/%)2 —

7

= 522 + 5y2 + 5(5—:;(\)/ﬁ)2 + 102y — 5’32‘/595— 5’32\/ﬁy;

logo, agrupando segundo as varidveis temos,
2% = 10zy +y? + [ 2 4 2=BIB)y 4 [0 YID) o 5=VIS)y o

+12(5B)? - 5(35E) =0

basta agora observar que,
_ 3(1-V15) 5—3v15 _
2 + o =1

e, finalmente,
12(1—g/ﬁ)2 _ 5(5—?;)/@)2 -1
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exercicio 5(f) : 1922 + 6zy + 11y? — 262 + 38y + 31 = 0 (resolugao elementar)
Sendo A36 — (4 x 19 x 11) < 0 temos que a quéddrica é ou degenerada ou uma elipse.
Translagao Adotando a mudanca de coordenadas x = u’ + h, y = v’ + k, os termos de grau 1
tornam-se (38h + 6k — 26)u’ e (6h + 22k + 38)v’ e para anuld-los determinamos h = 1 e k = —2.
A quédrica é entao expressa por
19u/? + 6u/v’ + 1102 — 10 = 0.
Rotagao Pela mudanga,

{ u' = ucost — vsend

v’ = usenb + vcosb,

temos

19(ucost — vsend)? + 6(ucosd — vsend)(usend + vcosd) + 11(usend + vecosh)? — 10 = 0,
que expandindo e reagrupando resulta,

(19c0s%6 + 3sen20 + 11sen?0)u? + (—19sen20 + 6cos* — 6sen?0 + 11sen20)uv +

+ (19sen?6 — 3sen26 + 11cos?0)v? — 10 = 0,

que, para eliminar o terrmo misto, impomos 6cos26 — 8sen26 = 0; logo, cotg26 = %. Conse-
. 290 — 25 290 — 9 299 — 16 4 -3
quentemente, temos : cossec20 = <, sen“20 = 5z, cos”20 = 5z, cos20 = ¢, sen20 =
20_1,2_9 _ 3V/10 _ V10 _1
cos* = 5 + £ = 15, costl = ==, sentl = Y5~ e tgf = 3.
Simplificamos entdo a equacdo para 20u? 4+ 10v? — 10 = 0, cuja forma padrao é
2
u
2
+ov°=1
(\/5)2 ’
2
que representa uma elipse com elementos : semi-eixo maior, b = 1; semi-eixo menor, a = ? ;

c:\/bZ—azzg;e:%:c:g.

Tendo, nas coordenadas uv, centro : (0,0);
focos : f1 = (O,—g) e fo= (O,—g) ; diretrizes : dy : v = —g =—V2 e dy:v=12.

A mudanca de coordenadas do sistema uv para o sistema xy é dada por,

HEEE N

Com os elementos acima e sabendo que tgd = %, torna-se fécil esbocar a elipse.
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Exercicio extra (nao existe translacdo que elimine os termos de grau 1) :
22 — 62y +9y? + 52 —5y+2=0.

Neste caso temos A = B? —4AC =36 —4 x 1 x 9 = 0 (quadrica degenerada ou uma parabola).
Procurando uma translacao dada por z = v’ + h e y = v’ + k obtemos :

u'? — 6u'v' + 9% + (2h — 6k + 5)u’ + (—6h + 18k — 5)v’ + P(h, k),

com P(h,k) = h* — 6hk + 9k* + 5h — 5k + 2 = 0.

Para eliminarmos os termos de grau 1 devemos resolver o sistema,

2h — 6k = =5
—6h + 18k =5,

o qual é impossivel (somando o triplo da primeira equagio com a segunda temos 0 = —15+ 5).
Como A §é invariante por rotagdes (A = 0) ao eliminarmos o termo misto teremos uma
equacio A'u?+C"v? 4+ D'u+E'v+F' = 0, com discriminante A’ = A’C’ nulo; assim, ou A’ = 0

ou C’" = 0. Efetuemos entao a rotagao,

{ T = ucos) — vsenf

y = usent + vcost.

Substituindo temos
(ucost — vsenf)? — 6(ucost) — vsend)(usend + vcost) + 9(usend + vcosh)? +
+ 5(ucost — vsend) — 5(usend + vcosh) + 2 =
= (cos?0 — 6senfcosd + 9sen?0)u? + (sen?d + 6senfcosd + 9cos?0)v? +
+ (—2senfcost — 6cos?0 + 6sen?d + 18senfcosd)uv +
+ (5cosf — 5senf)u + (—5send — 5cosf)v + 2 = 0.

Impondo o termo misto nulo temos: 8sen26 — 6¢cos20 = 0; donde, cotg26 = % = 3.

Assim, cossec?20 = 1 + cotg?20 = %, sen?20 = %, c0s?20 = %,
3

_ 3 _ 4 20 _ 14cos20 __ 9 2p _ 1 _ V10 _ 310
sen20 = ¢, cos20 = z, cos*t) = L= = 5, sen“0 = 155, sen) = Y-, cosf = 5=,

Identificando os coeficientes, a quadrica nas coordenadas uv é dada por:
9 9, 9V,,2, (1 9 81\, 2, (24 _ 24 1510 _ 510 5v10 _ 15v10 _
(35 =5 +10)u” T (5 + 5+ 15)v° +(5 —F)uv+ (55 — g Jut (=35 — =35 )v+2 =0,
ou, 100 + V10u — 2v/10v + 2 = 0,
ou, completando o quadrado,

(v/10v — 1)2 + v/10u + 1 = 0, que é uma parabola.
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Para vizualiza-la esboce o sistema wv, obtido rotacionando o canénico por 6 = arctg% rad,

no sentido anti-horario. Em seguida, mudando as varidveis para

u' = /10(u + ﬁ)
v =+/10(v — \/%*0)’

obtemos a pardbola, v’ = —v'? que é de facil identificacdo pois:

(1) o centro do sistema de coordenadas u'v’ corresponde ao ponto (u,,v,) = (J—lio, \/%*o)’ no
sistema uv (esboce), e

(2) esta mudanga é uma translacao, seguida de uma homotetia ( uma 'mudanga de escala’,
neste caso a constante de proporcionalidade é /10 ).

Para o esbogo note que a mudanga de escala, como cumpre ser, nao afeta o ’formato’ da
parabola, ou de qualquer curva.

Assim, o sistema u/v’ estd centrado em (u,,v,) e o0s eixos u’ e v sdo, respectivamente, paralelos
e com mesma dire¢ao e sentido que os eixos u e v ( pois V10 > 0).

Esboce os trés sistemas utilizados. Observe que no sistema u’v’ a pardbola tem a concavi-

1

dade voltada ’a esquerda’, o foco é dado por (_Tl, 0) e a reta diretriz é dada por v’ = 3.
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