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Preliminares

Seja i no corpo complexo tal que

i2 = −1.

No espaço vetorial C [isomorfo a R2] definimos a norma ∣ ⋅ ∣1 [dita norma-1] por

∣z∣1 = ∣Re(z)∣ + ∣Im(z)∣.

Em R2, todas as normas são equivalentes (logo, equivalentes à norma euclideana).

Dados quatro números reais arbitrários a, b, c e d temos

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(∣a∣ + ∣b∣)2(∣c∣ + ∣d∣)2 ≤ 4(a2 + b2)(c2 + d2) = 4[(ac − bd)2 + (ad + bc)2] ≤ 4[∣ac − bd∣ + ∣ad + bc∣]
2

e

∣ac − bd∣ + ∣ad + bc∣ ≤ (∣a∣ + ∣b∣)(∣c∣ + ∣d∣).

Assim, dados z = a + bi e w = c + di em C obtemos

∣z∣1 = ∣z∣1 e
∣z∣1∣w∣1

2
≤ ∣zw∣1 ≤ ∣z∣1∣w∣1.

O Teorema Fundamental da Álgebra

Teorema Fundamental da Álgebra. Consideremos um polinômio complexo

P (z) = a0 + a1z +⋯ + aNzN , com N ≥ 1 e aj em C para cada 0 ≤ j ≤ N e aN ≠ 0.

Então, existe um ponto z0 em C tal que

P (z0) = 0.

A seguir, dividimos a prova em três partes.



(I) Temos

lim
∣z∣1→+∞

P (z)P (z) = +∞

e existe z0 em C tal que

(I.1) P (z)P (z) ≥ P (z0)P (z0), para todo z em C.

Prova.

Desenvolvendo P (z)P (z) encontramos

P (z)P (z) =
N

∑
j=0

aj aj z
j zj + ∑

0≤ j <k ≤N

2Re[aj ak zj zk], para todo z ∈ C.

Aplicando a desigualdade triangular e as propriedades para ∣ ⋅ ∣1 segue

P (z)P (z) ≥ ∣aN ∣
2

1
∣z∣2N

1

22N+1
− ∑

0≤ j <k ≤N

2 ∣aj ∣1 ∣ak∣1 ∣z∣j+k1
, para todo z ∈ C.

Desta forma,

P (z)P (z)→∞ se ∣z∣1 →∞.

Pelo teorema de Weierstrass P (z)P (z) tem mı́nimo global em algum z0 ∈ C.

(II) Extração de ráızes n-ésimas arbitrárias.

◇ Dado n = 2 ou n ı́mpar, a imagem do monômio z ↦ zn é C.

Prova.

Dado c em C ∖ {0} e p(z) = zn − c, por (I) existe w0 tal que

p(rw +w0)p(rw +w0) ≥ p(w0)p(w0), para quaisquer r > 0 e w ∈ C.

Afirmação: w0 ≠ 0. Caso contrário, temos w0 = 0, p(w0) = −c e então
[(rw)n − c][ (rw)n − c ] ≥ cc, para quaisquer r > 0 e w ∈ C.

Donde segue

r2nwnwn − 2rnRe[wnc] ≥ 0 para quaisquer r > 0 e w ∈ C.

Dividindo por rn e impondo r → 0+ obtemos

Re[wnc] ≤ 0, para todo w ∈ C.

Se n = 2, substituindo acima w = 1, w = i e w = 1 ± i achamos c = 0 ☇

Se n é ı́mpar, substituindo acima w = ±1 e w = ±i achamos c = 0 ☇

Está provado que w0 ≠ 0♣
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A seguir, desenvolvendo (w0+z)n pelo binômio de Newton escrevamos

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p(w0 + z) = (w0 + z)n − c = (wn
0
− c) + zq(z) = p(w0) + zq(z),

com q(z) um polinômio com termo independente q(0) = nwn−1
0
≠ 0.

Como w0 é ponto de mı́nimo global de p(z)p(z), obtemos

[zq(z) + p(w0)][ zq(z) + p(w0) ] ≥ p(w0)p(w0), para todo z em C.

Logo,

zq(z)zq(z) + 2Re[p(w0)zq(z) ] ≥ 0, para todo z em C.

Substituindo z = rw encontramos

r2wq(w)wq(w)+2rRe[p(w0)wq(rw) ] ≥ 0, para quaisquer r > 0 e w ∈ C.

Então, dividindo por r e a seguir impondo r → 0+ encontramos

Re[p(w0)q(0)w ] ≥ 0, para todo w em C.

Variando w no conjunto {1,−1, i,−i} obtemos

p(w0)q(0) = 0.

Logo, p(w0) = 0. Isto é, wn
0
= c. Donde segue {zn ∶ z ∈ C} = C.

Provamos a extração de ráızes quadradas e de ráızes ı́mpares em C♣

◇ Dado n arbitrário em N, a imagem do monômio z ↦ zn é C.

Prova.

Fatoremos n = 2jm, com j em N e m ı́mpar. Definamos

S(z) = z2 e M(z) = zm , onde z ∈ C.

Logo,

zn = z2
jm = (z2j)

m

=M ○ Sj(z), com Sj = S ○ ⋯ ○ S (j vezes).

A afirmação segue então do caso n = 2 e do caso n ı́mpar.

Provamos (II). Isto é, existem ráızes n-ésimas arbitrárias em C♣
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(III) Retornemos ao polinômio no enunciado do teorema fundamental da álgebra,

P (z) = a0 + a1z +⋯+ aNzN .

Por (I), existe z0 em C que é um ponto de mı́nimo global de P (z)P (z).
Afirmação: P (z0) = 0.
Prova.

Considerando o polinômio P (z0 + z), de grau n [com coeficiente dominante

aN e termo independente P (z0), cheque], podemos assumir z0 = 0 [cheque].

Temos então

(III.1) P (z)P (z)−P (0)P (0) ≥ 0, para todo z ∈ C.

Podemos escrever [cheque]

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
P (z) = P (0) + zkQ(z),
com k ≥ 1 e Q(z) um polinômio e Q(0) ≠ 0.

Substituindo z = rζ em (III.1) obtemos

r2kζkQ(rζ)ζkQ(rζ)+2rkRe[P (0)Q(rζ)ζk] ≥ 0, para quaisquer r > 0 e ζ ∈ C.

Donde segue, dividindo por rk e impondo r → 0+,

Re[P (0)Q(0)ζk ] ≥ 0, para todo ζ em C.

Devido a (II) podemos escolher valores de ζ tais que ζk = ±1 e ζk = ±i.

Conclúımos então que P (0)Q(0) = 0. Logo, P (0) = 0♣
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