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Capitulo 4

ESPACOS [P

4.1 Teoria Basica dos Espacos L”

Fixemos um espago de medida, (X, M, ). Consideremos uma funcao com-

plexa (i.e., a valores complexos) f : X - C mensuravel. Dado 0 < p < oo definimos

I, =] [ 177 du]” e (0,400]
LP = IP( X, M,p)={f:X - C tal que f é mensurdvel e || f|, < oo},
No caso p = oo definimos
[ Flee =inf {M 205 p({a:|f(2)| > M}) =0}, com inf() = o, e
L= =L®(X,M,u) ={f: X - C tal que f é mensurdvel e | f| o < oo}.
Tal infimo é realizado (i.e., pertence ao conjunto sobre o qual é computado) pois
o f@I> 21} = U a1 £@) 1> 21+ 2
e, se M = | f]e < o0, 08 conjuntos a dir_eita tem medida nula. Assim, temos
[F@)] <1 floe as.
Chamamos o valor | f|. de supremo essencial de |f| e também escrevemos
ess suplf1= ]

Se nao h4 risco de confusao abreviamos LP(X, M, u) por Lr(pn), LP(X) ou
Lr. Se | f|, =0, entao f =0 q.s. Por tal motivo, identificamos as fungoes em LP
que sao iguais q.s.

Se f: X — [-00,+00] é mensurdvel e |f|P é integrdvel, entdao f é finita q.s.

Neste caso podemos supor f: X — R, uma funcao real. Portanto, f € LP(X).



Se A é um conjunto arbitrario nao vazio, definimos I?(A) como o espago LP (1)
onde p é a medida de contagem sobre (A,P(A)).

Se A =N denotamos [P(N) abreviadamente por [P. Assim (cheque),

1

[P = {x = (z,)v em C: |z], = (D |zaP)” < oo}, se 0<p<oo,

[ = {[B = (xn)n em C: |2 o = sup|z,| < oo}.
O conjunto de fungoes LP é um espago linear complexo pois dadas duas fungoes
f,geLr e A e C é evidente que |[Af|, = ||| fll, e, no caso p < oo, a desigualdade

(a+b)P < [2max(a,b)]P <2P(a? +bP), onde a >0 e b >0,

mostra que f+g¢€ LP. O caso p = oo é trivial (cheque). Veremos (no Teorema 4.2,
de Minkowski) que no caso p > 1 a funcao | . |, satisfaz a desigualdade triangular

e define uma norma sobre LP. Mostremos que o mesmo nao vale se 0 < p < 1.
Se 0 < p <1 é elementar verificar a desigualdade

(1+t)P<1+tP, set>0.

De fato, a funcdo 1+t? - (1 +t)?, para t > 0, se anula em ¢ = 0 e tem derivada

1\
ptP = p(1+t)P = ptr! [1 - (1 + ;) ] >0set>0.
Entao, dados a > 0 ¢ b> 0 e substituindo ¢ = a/b na desigualdade verificada tem-se
a?+b>(a+b)P, se a>0,b>0e0<p<1.

Assim, supondo E e F' dois subconjuntos de X, disjuntos e de medida positiva e

finita, temos

1 1 1
IXe *+ Xellp = Li(E) + p(F) 12 > p(E)> + p(E)> =[xl + Xk lp

o que mostra que a fungao | .|, ndo é uma norma e em consequéncia muito da

teoria desenvolvida para quando p > 1 nao se presta ao caso 0 < p < 1. Como os

espacos LP, com p > 1, sao os mais usuais em analise focamos mais sobre eles,

indicando alguns resultados validos para o caso 0 < p < 1.

Dada f: X — C, temos que f € LP se e somente se (Ref)* € LP e (Imf)* € L».

Neste capitulo todas as funcoes sao mensuraveis.
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Definicao 4.1 Dois valores p e p' sdo expoentes conjugados se
1 1
—+—=1, onde 1<p,p’ <oo.
p D
Convencionamos p’' =1 se p = +o0 e, vice-versa, p' = +oo se p=1.
Lema 4.1 (Desigualdade de Young). Sejam a,b >0 e um par de expoentes
conjugados p>1 e p' > 1 (i.e., ambos finitos). Entdo temos

aP  b?

ab< —+— [vale a igualdade se e s6 se aP = b?'].
p p
Prova. A desigualdade de Young é trivial geometricamente. Vide grafico abaixo.
y
y = a7l
b
0 a T

4 z z . . /
Figura 4.1: A area ab e as areas abaixo de y = 2P~! e de sua inversa x = y? 1.

Elaboremos um prova analitica. Considerando

/ 1
c=al, d=0V eO0<A=-<1
p

mostremos c*d(1-)) < Ac+ (1 - \)d, com igualdade se e somente se ¢ = d.

O caso d =0 é 6bvio. Dividindo por d # 0 passamos a checar a desigualdade
o(t) =t* =Xt <1-\ parat >0, com igualdade se e s6 se t = 1. E claro que
@' = MM (1-t17*) é estritamente positiva em (0,1) com ¢’ <0 em (1,+00).
Logo, t =1 é o unico ponto de maximo absoluto e, ainda, p(1) =1-\#
Teorema 4.1 (Desigualdade de Hélder). Sejam p e p' expoentes conjugados

(finitos ou nao). Dadas duas fungdes mensurdveis f e g temos

[£gle <[ £1p 9l -

Em particular, dadas f € LP e g € L¥' entdo temos fg € L' e sob tais condigoes

vale a iqualdade na desigualdade acima se e somente

e cxistem «, 3 >0, nio ambos nulos, com a|f|P = Bl g’ q.s. (p e’ finitos).

o |fol=1fllgle g5 (p=1ep =o0).



Prova.

Admitamos | f], e | g|,» ndo nulos e finitos, senao a desigualdade é ébvia.

O caso p =1 (ou p = o). A desigualdade também ¢é trivial, valendo a

igualdade para f € L' e g € L™ se e somente se

[ glee = lafldpe =0,

o que ocorre se e s6 se o integrando (o qual é maior ou igual a 0) é nulo q.s.

Isto é, |fg| = |flllg]e a.s.

O caso p e p’ finitos. Pela desigualdade de Young (Lema 4.1) segue
1 P 1 v’ 1 1
LGN PP o 11CO TP G ATICO TP
[£1s gl p £l P gl p P

valendo a igualdade (cheque) se e somente se

@ _ lg@)l”
175~ gl

Teorema 4.2 (Desigualdade de Minkowski). Seja p € [1,00]. Entao

1f+glp < 1f1p+ lglp-
Prova.
Podemos supor | f], e |g, finitos e | f + g|, # 0 (cheque, ¢é trivial).
O caso p =1 segue de |f +g| <|f|+|g]-
O caso p = oo segue de [f +g| <|f|+ 9] <[ flloo + [9]loo as.

Se 1< p < o0, as desigualdades triangular e de Holder e p’(p—1) = p nos dao
(421)  Ufralt= [ 7ol iregl< [1reab sl [ 1f4gPtll

[1f+ g o 1l + T1F+ gl o gl

If+ gl Clfls + Nl

Por fim, dividindo por |f + g|5™" encontramos

IN

1f+glo <1 flp+lgl»*

10
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Comentario. Supondo (sem perda de generalidade) g # 0, as seguintes condigoes
sao necessarias e suficientes para a igualdade na desigualdade de Minkowski.

e Caso p=1. A condi¢ao sgn(f) =sgn(g) q.s. no conjunto de pontos onde
fg #0. Isto é, a condigao |fg|sgn(f) =|fg|sen(g) q.s. Tais condigoes sao

equivalentes a condigao f|g| = g|f| q.s. e a condicao |f +g| =|f|+ |g] a-s.
e Caso 1 < p< oo. Existe uma constante A >0 tal que f = Ag quase sempre.

e Caso p=o00. Se f=\g, com A >0 uma constante, entao vale a identidade

[+ glleo = [flleo + g]leo-

Entretanto, tal identidade nao implica nenhuma condigao analoga as condicoes

encontradas nos casos p=1e pe (1,00).
Verificagao.
¢ Suficiéncia das condigoes.

O caso p = 1. Temos sgn(f) =sgn(g) em {x: fg #0}. Logo,

+g| = ++/ +
ng|Ammvm IRIAY

) f{m;fgqto} 7]sen(f) + lglsen(g)| + f{m:fg_o}(lfl +lgl)

= [ (1l [+l

= [+ [ gl

Os casos 1 < p< oo e p= o0 sdo triviais (cheque)
¢ Suponhamos | f+g|,=|f|,+ 9], (necessidade das condigoes).

O caso f+g=0. Entao, f =¢g=0 e nada ha a provar.
O caso f =0 é ébvio.

Portanto, podemos supor f+ g+ 0 e f#0. Por hipétese, temos g # 0.

11



o O casop=1. [Notemos que se z = a+ib e a = |z| entao z = |z|.] Supondo

[ (1419l -17 + ) =0,

temos |f| +|g| = |f + g| (digamos que em todo ponto). Elevando ao

quadrado segue
Re[f7] =1fg| > 0.

Logo, fg = |fg|- Multiplicando por g segue f|g|> = |fglg. Entao, nos

pontos em que g # 0, e nos pontos em que g =0, temos f|g| =|f|g-

o O caso pe (1,00). Trocando | f],+]gl, por | f+g], em (4.2.1) obtemos

[ Arsgl s =10 4gl o Ul [ 15+ ol =117 +gP ™ 1yl g

Pela desigualdade de Holder, existem duas constantes «, 5 > 0 com

alflp = |f + g|®»DP" = B|g|P e portanto existe A > 0 tal que |f] = Ag| q.s.

A funcgao “quociente”

f(z)
Ax) = { o seg(z)#0

g
A seg(zx)=0,

é mensurdvel e satisfaz f(z) = A(x)g(z), com |A(z)| = X quase sempre
e |Ag +gl, = |Agl, + |gl,- Entretanto, temos Ag+g = (A+1)g e
também a igualdade ||Ag[, + [|g], = [|(1 + X)g|,, pois A > 0.

Segue a identidade integral

[ reapigl = [ @eayigr.

Assim, devido & desigualdade |1+ A| <1+ A, temos |1+ A(z)| =1+ A

q.s. Donde, elevando ao quadrado chegamos a
2ReA(z) = 2X = 2|A(z)| g.s.

Concluimos entao A = X\ q.s. Isto é, temos f = \g q.s.

o O casop=o0. Se f = \g para algum A\ > 0, é claro que vale a identidade
1f+glleo = [f oo + 9]

A seguir vejamos um contra-exemplo para o caso p = oo.

12
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O exemplo no intervalo X = (0,2) com as fungdes f,g: X - (-1,1)
dadas por

f=g=1lem(0,1)com f:(1,2) > (0,1)eg:(1,2) - (-1,0) arbitrérias,

satisfaz | f + gloo = | flloo + [ ¢] o mas ndo uma condigdo como nos casos

p=1oul<p<oo vistos acimas

Lema 4.2 Um espag¢o normado (X, |.||) € completo se e somente se toda série

absolutamente convergente é convergente.

Prova.

(=)

Se X é completo e 307, |z,| é finita, entdo a sequéncia das somas parciais
Sy, =1 + - + I, satisfaz

J=m
n,m—>00

||8n - Sm“ < Z ”ZEJH —0.
j=n

Logo, a sequéncia (s,) é de Cauchy e portanto convergente.

Inversamente, se (x,) é uma sequéncia de Cauchy, sejam n; < ny < -+ tais
que

1
|2n = T < o baram,n>mn;.

Definindo y; = 2, € yj = Tn; — p,_ ,, para j > 1, temos

k ) o 1
2.5 = e DNyl < ol + 2 o5 <o
j=1 j=1 J=1

Assim, existe

limz,, = Zyj € X.
j=1

Isto ¢, a subsequéncia (z,, ) ¢ convergente em X e assim sendo concluimos

que a sequéncia de Cauchy (z,,) é convergente em X #

13



Teorema 4.3 Seja p € [1,00]. Entao, LP é um espago de Banach.

Prova.
Preparacdo. Se | f|, = 0, j& vimos que f = 0 q.s. Também ji mostramos
que |Af], = |\ fllp, para todo A € C e p € [1,00]. Entao, pela desigualdade de

Minkowski, LP é um espago vetorial normado. Resta mostrar que LP é completo.

o O caso p infinito. Se (f,) é sequéncia de Cauchy em L* entdao temos
|fro=fol < | fn=fim] oo, €xceto em Z,,,, com p(Z,,,) = 0. Logo, em X \U Z,,,

a convergéncia é uniforme a uma funcao f limitada (cheque) e
Lo

o O caso p finito. Vejamos que toda série absolutamente convergente em
LP(p) é convergente em LP. Consideremos uma sequéncia (f;) c LP tal que

Y21l fillp = M < oo e definamos as fungoes
Gu=|fl++[fal e G=YIfil-
Entao obtemos as desigualdades
[Gallp <1 fillp+ -+ [ full, < M, para todo n.
Pelo teorema da convergéncia mondtona segue
f GPdy = lim f GPdp < MP.

Deduzimos entao que G € LP e portanto G(x) < oo .8. e por conseguinte a

série F(z) = X372, fj(x) converge qg.s. E claro que |F| < G € LP e também

‘F—Zn:fj

j=1

p

<(2G) e L'

Donde, pelo teorema da convergéncia dominada,

o] - /-4

p

Corolério 4.1 f, L f se e sd se f, nid, f em algum Z¢ com u(Z) = 0.
Prova. Trivial. Vide Exercicio 2, 6.1.

14
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Proposicao 4.1 (Densidade das Simples em LP). Seja pe[1,00].

(a) Se p< oo, o conjunto das fungées simples

ZanEj, sob a condi¢ao p(E;) < oo,
j=1

€ denso em LP.
(b) Se p=oo, 0 conjunto das fungoes simples é denso em L™.

Prova.
Preparacdo. Os conjuntos de funcoes citados sao sub-espagos lineares do espaco
vetorial complexo LP. Assim, para nosso proposito, dada f € LP? podemos supor f

real e f > 0. Seja (p,) c L*, com cada ¢, simples, tal que @, ~ f pontualmente.

(a) Cada ¢, satisfaz |, — f|P < 2P|f[P € L'. Logo, ¢, € L? e pelo teorema da
convergéncia dominada ¢, — f], — 0. Para a representacao ¢, = Y. a;x 5,

com Ej disjuntos e a;s > 0, temos p(E;) < oo pois
> aiu(E;) = f phdp < oo.

(b) Neste caso, a fungao f ¢ limitada exceto em algum Z com u(Z) = 0. No

capitulo 2 vimos que (,) converge uniformemente a f em Z¢ e portanto

©n LR f sobre X &

Em R” temos um resultado importante e bem mais forte.

Teorema 4.4 (Separabilidade de L?(E), onde E c R®). Sejam p e [1,00) e

E cR”, com E mensurdvel. Entio LP(E) € separdvel.

Prova.
Suponhamos inicialmente F = R". Seja C a cole¢ao de cubos diddicos em R™.

Vejamos que o espaco vetorial complexo
n
D= {Z;Zszj 1, €Cz;eQ+iQe neN}
]:

é denso em LP(R™).

15



(a)
(b)

(c)

E facil ver que D é um sub-espaco vetorial complexo de Lr(R™).

Se f, &3 fel|fal < elLP, entao | f,— f|, > 0. Isto segue de |f, - f|P 50

elfo—fP<(|fal +1fD)P < (2¢)P e do teorema da convergéncia dominada.

Se O é aberto e m(O) < oo, entdo x,, € D. Pois, decompondo O = U I, com

os Ijs cubos diddicos de interiores disjuntos, temos

Xo = lej q.s.

ja que a uniao dos lados de tais cubos tem medida nula. Ainda mais,

n q.s
Dagpn:ZXIj — Xo € |enl <x, € LP.
=1

Donde, por (b) segue ¢, =z, Xo-
Se Q é um G5 e m(Q) < oo, entdo x,, € D. De fato, seja (O,,) uma sequéncia
de abertos decrescente a €2, com m(0;) < co. Entao segue

Xo, ixﬂ e 0<x,, < Xo, e L”.
Donde, por (b) segue x,, Z, X, € entdo por (c) segue x,, € D.
Se m(A) < oo entdo x, € D. Pois, existe Q € G5 com m(Q) < oo, tal que
A=Q~NNem(N)=0eentdo x, = X, q-s. A afirmagao segue por (d).

Pelos itens (a) e (e), as combinagoes lineares de fungoes caracteristicas de
subconjuntos mensuraveis de medida finita pertencem a D. A densidade

das fungoes simples em LP no caso p finito [Proposicao 4.1(a)] garante
D = LP(R").

Para encerrar, seja / um subconjunto mensuravel arbitrario de R". Veja-

mos que o conjunto enumeravel
{e,:peD)
é denso em LP(F). De fato, dada f € LP(FE), a fungao
fi=femE e fi=0em R"\F
pertence a LP(R") e assim, dado € > 0, existe ¢ € D tal que

/|f1—g0|pdx<eeentéo [E|f—¢|19dx<€+

16
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Como regra geral temos
LP ¢ LY para p #q.
Os seguintes exemplos triviais sao instrutivos para apreciar o problema.

Exemplos 4.1 Consideremos, em (0,00), a medida de Lebesque e a fungao

f(a:):i/\, com x € (0,00) e A>0.
T

Figura 4.2: Graficos para x%, com A<1l, A=1eA>1.
As sequintes afirmacoes sao verdadeiras.
o feLr((0,1)) se e somente sep< 5.
o feLP((1,00)) se e somente sep> 5.

Importante. Tais exemplos evidenciam duas razoes para f nao pertencer a LP.

Primeiro, |f|P pode ir ao infinito (explodir) muito rapidamente préximo a
algum ponto.

Segundo, |f|P pode nao decair suficientemente rapido a zero no infinito.

Na primeira situacao o comportamento de | f[P piora quando p cresce ao passo
que na segunda situagao tal comportamento melhora. Em outras palavras, se
p < q, as fungdes em LP podem ser localmente mais singulares que as fungoes em
L4 (dito de outra forma, a exigéncia para f pertencer a L9 é maior que a exigéncia
para f pertencer a LP), ao passo que as fungbes em L9 podem ser globalmente
mais esparramadas que as fungoes em LP. Tais interpretacoes, expressas de uma
forma um tanto imprecisa, fornecem um guia bastante bom para a situacao geral.
Apoiados em tais idéias vejamos quatro resultados especificos. Os dois ultimos
resultados mostram que inclusoes LP c L4 podem ser obtidas impondo condigoes
sobre o espaco de medida que evitam um ou outro dos mal comportamentos

descritos. Para um resultado mais geral, vide Exercicio 5, 6.1.
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Proposicao 4.2 Suponhamos 0 <p<qg<r<oo. Entao,
Lic P+ L".
Prova.
Dada f € L9, seja E = {z:|f(x)|>1}. Entao

fxpell e fx, eL"
(]

f=Fxe+fxp®
Proposicao 4.3 Suponhamos 0 <p<q<r<oo. Entao temos
IPnL"c LY.

Ainda mais, dado X\ € (0,1) tal que
1-A

9

1 A
— = — 4+
q P r

temos

[£lg < 1F15 11

Prova.

o Caso r = oo. Encontramos |f|7 = |fP| fl9P < |fIP /IS que integrando

acarreta
1A1G < IFIS 1F1%m.
Donde segue, com A = p/q, a desigualdade

[£lq < 1FIR1F1

o Caso r < co. Escrevendo | f|? = | f|*9| f|(:=M4 e aplicando a desigualdade de

Holder com o par de expoentes conjugados

P r
—_— e —’
A (1-X)g
obtemos
_ 1-A
[ Uedp <1119 NACD =111

Por fim, extraindo a raiz g-ésima encerramos a provaé

18
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Proposigao 4.4 Suponhamos 0 <p < q< oo. Dado um conjunto A temos
P(A) c19(A) e |flq <[l
Prova.

o Caso ¢ = 0. E claro que
1712 = suplf (@) < T (@)

Logo, [ flleo < [.f]5-
o Caso ¢ < 0. Basta aplicarmos a Proposicao 4.3 com 7 = co. Obtemos
P 1-B P 1-B
[ Fla < If18 1F o ® < IFUS 1l * = 1f 1%

Proposicao 4.5 Suponhamos 0 <p<q<oo. Se u(X) < oo, entao

1 _1
Lro Lt e w(X) 7| flp<p(X) e g
Prova. [Note que entao p — ,u(X)_% | fl, é uma funcao crescente.]

o Caso ¢ = oo. Trivial, pois
171 = [ 1rPdp < 1 F n(X).

o Caso g < 0. Utilizando a desigualdade de Holder e os expoentes conjugados
q q
D q—-p
1-B
segue | f|5 = f [P Ldp < JF P12 1o = [ FIGn(X) e

Comentario. Os trés espacos LP mais obviamente importantes sao

L' [%e L™

Com o espaco L! ja estamos familiarizados.

O espaco L? é especial por ser um espaco de Hilbert.

A topologia de L* é muito préxima da topologia da convergéncia uniforme.
Infelizmente, L' e L* sao patolégicos em muitos aspectos e é mais frutificante
lidar com espagos LP intermediarios. Uma ilustragao para tais comentarios é
a teoria da dualidade em 4.2 e outra é o fato de que muitos operadores de
interesse em analise de Fourier e em equacoes diferenciais sao limitados sobre LP

para 1 < p < co mas nao sobre L' ou sobre L.
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4.2 O dual de L?

Seja X um espaco vetorial complexo e normado. Dizemos que um funcional

linear F': X - C é continuo, ou limitado, se
Pl =sup {|F ()] ] =1} <.
O espago dual de X ¢é espaco vetorial complexo
X*={F:X - C tal que F é linear e continuo}.
E trivial verificar que X* é normado e que F ~ |F| define uma norma sobre X*.

Dados dois espagos vetoriais normados X e Y, uma isometria 7: X - Y ¢
uma aplicacao linear tal que |T'(x)| = |z| para todo 2 € X. Assim, uma isometria

é necessariamente injetora mas nao necessariamente sobrejetora.

Sejam p e g expoentes conjugados. Pela desigualdade de Holder, a cada g € L9

corresponde um funcional linear continuo ®, definido sobre L? pela expressao

(Dg(f)szng;

e que a norma do operador ®, é no maximo |g|, [no caso especifico p = 2, é
bastante facil ver que L? é um espaco normado completo munido de produto

interno - isto é, um espaco de Hilbert - e entao é mais apropriado definir
P,(f) = f fgdu].
De fato, a aplicagdo g » ®, é em quase todo caso uma isometria de L4 em (LP)*.

Proposicao 4.6 (A norma do funcional ®,). Sejam p e g expoentes conju-

gados, com 1 < q<oo. Dada g€ L9, temos

loll = 1251 =sup{| [ foda: 171, =1}

Se p € semi-finita (em particular, para m) este resultado também vale para q = co.

Prova.

Preparagdo. A igualdade |®|, =sup{---} ¢ trivial (cheque).
Pela desigualdade de Hélder segue || ®,| < |g|, para todos g € L9 e g € [1, o0].
A igualdade |®|, = [g[, é 6bvia se g =0 (q.s.) e entdo podemos supor g # 0.

Recordemos que p é dita semi-finita se para todo E com u(FE) = oo, existe

F c FE tal que 0 < u(F) < oo.
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Podemos assumir que g é finita em todo ponto (pois g € L9).

¢ Caso ¢ = 1. Definindo f =5gng temos | f|. =1¢€

19,1 > [ f9=lgl.
o Caso 1< ¢ < oo. Definindo
4-1551g
g = MH% (a conjugada de g em L9)
9liq
obtemos (1)
p(a- q
g = L1 Tl

lg|2 D gl

. g1
0,2 [ g7 =1~ g,

lgls™

o O caso ¢ = o0 e p semi-finita. Dado € > 0, seja A = {z : [g(z)| > ||g]e — €}
Devido a semi-finitude de p, existe B c A tal que 0 < pu(B) < oo. Definamos

_ Xj58hg
/= u(B)

Temos ||f|1=1e

2> [ fo= L2 s gl co

Vale também o reverso da desigualdade de Holder.. Isto é, se o funcional linear
fre [fgdu, onde f e LP,
é continuo, entao g € L7 em quase todos os casos. Segue um resultado mais forte.

Teorema 4.5 (Reverso da desigualdade de Hélder - forma forte). Sejam
p e q expoentes conjugados quaisquer. Seja g uma funcao mensurdvel tal que
gX € LY, para todo E de medida finita. Denotemos por ¥ o espago vetorial de

funcoes simples gerado por tais fungoes caracteristicas e

M,(g) =Sup{‘f sogdu‘: peX and ||, = 1} € [0, 00].

Suponhamos que ou Sy = {x: g(x) # 0} € o-finito ou p € semi-finita. Entdo temos

M,(g) = ||9||q'

Em particular, sob tais condigoes, g € L1 se e somente se M,(g) € finito.
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Prova.

Obs. 1. Pela desigualdade de Holder temos M,(g) < |lg|,. Para provar

Mq(g) 2 [gllq,

podemos supor M,(g) finito e g # 0.

Obs. 2. As fungoes —g e +ig atendem as mesmas trés condicoes que g. Ainda,
Mqy(xg) = My(xig) e [ =glq=]+igl,.

Obs. 3. Seja p finito. Seja ¢ = } a;xg, simples, na representacio com cada
a; #0. E trivial ver que ¢ € LP se e s6 se temos u(E;) < oo para cada j [cheque].
Obs. 4. Seja b > 0. Temos |z||sgn(z)| = |z|® para todo z. Note que [sgn(0)]| # 1.
Obs. 5. Vale p+ ¢ = pq, para todo q € [1,00]. Vale ¢ =p(q-1), se ¢> 1.
Preparacdo |. Suponhamos ¢ finito. Mostremos que neste caso podemos assu-
mir que o conjunto S, é o-finito, verificando que esta condigao é automaticamente

satisfeita se p é semi-finita (vide Exercicio 17, 6.2).

Seja E' = {x :|g(x)| > €}, onde € > 0. Por contradi¢ao, suponhamos p(E) = oo.

Dado z = g(x), escrevamos z = a + ib e observemos que
|z] <a"+a +b"+b" e
{z:|z|>e}c{z:a+>E}U{z:a‘>E}U{z:b+>f}u{z:b_>f}.
4 4 4 4
A Observacgao 2 permite supor que
= {x :(Reg)*(x) > 2} tem medida infinita.

Pela semi-finitude de p existem subconjuntos F' c £ tais que 0 < pu(F) < o0 e

com u(F') arbitrariamente grande (vide Exercicio 14 1.3). Entao temos

N
F) [ xe(Reg) f XFReg _Re [ eI . Xe ol (g).
4M(F)” u(F)» p(F) p(F)?
com a convengao 1/p=0se ¢ = 1 (cheque). Donde segue
AM,(9) ]
pu(F) < [#‘l 7

Logo, p(E) é finita. Conclua a Preparacao I (é trivial).

Preparagdo Il. Sejam ¢ finito e S, o-finito. Por hipétese, g é integravel em con-

juntos de medida finita. Entao, podemos supor ¢ finita em todo ponto (cheque).

A seguir, executemos a demonstracao propriamente dita.
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¢ O caso ¢ finito. Pela Preparacao I existe uma sequéncia F, ~ S, com
wu(E,) < oo. A Preparacao Il garante g finita em todo ponto. Existe (1)
uma sequéncia de funcdes simples com 1, = g e [thn| 7 |g]- Seja g, = UnXp, -
Assim g, = g e |gn| 7 |g|, com g, simples e nula no complementar de E,,.

Como g # 0, podemos supor g, # 0 para todo n.
No sub-caso ¢ > 1, as observagoes 4 e 5 garantem que

[ lgal?lsEng| _ gl
lgly ™ llla

|gn]?1sgn(gy)
lga a7

=1.

fn=

satisfaz | f. |5 =

No sub-caso ¢ = 1, é trivial ver que | f,[ =1 [segue de g, # 0].

Portanto temos || f,[, = 1, sendo f,, simples e nula em E¢, com u(E,) < co.

Pelo teorema da convergéncia mondtona e a definicao de M, segue
Igly =tim Lgnly = lim [ [fugnl < limsup [ 1fugl < M, (o)
¢ O caso g = 0. Dado € > 0, consideremos o conjunto
A={z:|g(x)| > Mw(g) + €} c S,.
Suponhamos, por contradigao, ;1(A) > 0. Seja p semi-finita ou S, o-finito,
existe B c A tal que 0 < u(B) < oo.

Por hipétese, gxp € L' e podemos supor gyp finita em todo ponto. Seja
gn uma sequéncia de simples com g, - gxp € |gn| 7 |gx5|. Podemos supor
cada g, # 0. E evidente que g, =0 em B¢. Seja S,, = {z: g,(z) #0} c B. E
claro que 0 < u(S,,) < 1(B). Consequentemente,
7, = S&n(gn)
1(Sg,)
é simples, nula fora de B onde j(B) < oo, e satisfaz || f,|1 = 1. Pelo teorema

da convergéncia monétona e a definicao de M., segue

1 ) 1 .
Ma(a) e < s [l = s [l = i 2% [ g

<limsup [ |fugl < Meo(9)4
Assim, temos [¢] e < Mw(g). A prova estd completa.

[Outra idéia. Pela aproximagao bésica, teorema 2.1(b), para n grande o

suficiente temos |g,| > 0 em todo ponto de B e entdo S, = B e ... complete| #
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A parte fundamental da descrigao de (LP)* é o fato de que a aplicacao
g @,
é, em quase todos os casos, sobrejetora. Estudemo o caso p finito.

Teorema 4.6 [A isometria entre (L?)* e LP]. Sejam (X,u) um espago de

medida e p,q expoentes conjugados, com p finito.
(a) Suponhamos p + 1. Para cada WV € (LP)* existe g € L9 satisfazendo
U(f)= f fogdu, para toda f € LP.
A aplicagao @ : L1 — (LP)*, onde ®(g) = ®,, € uma isometria sobrejetora.
(b) Se p=1, valem conclusoes andlogas a (a) no caso em que p € o-finita.
Prova. Englobemos as demonstracoes de (a) e (b) analisando trés casos.
o O caso p finita.

Neste caso, todas as funcoes simples estdo em LP. Se U e (LP)* e FE é

mensuravel, definamos a funcao de conjuntos
v(E) = ¥(xz)-
Mostremos que v ¢ medida complexa. De fato, dado E =32, E; temos
Xe =D X, e 2 u(Ey) = p(E) < oo]
=0

com a série convergindo em LP [com p finito], pois

iXEj = M(G Ej)p = li M(Ej)]p =0,

n+l n+l n+1

X~ Z XEj
j=1
e portanto [ja que W é linear continua
v(E) =P(xp) =) V(xg,) = ) v(E)).
Ainda, se u(E) =0 entao x, =0 q.s. e x, =0¢€ LP. Donde concluimos que

v(F)=Y(x,)=0ev <« pu. Desta forma, pelo teorema de Lebesgue-Radon-
Nikodym complexo existe g € L'(u) tal que dv = gdp e por conseguinte

\IJ(XE):V(E)=[Egdu=fXE9du, para todo E.

Entéao, para toda ¢ simples temos (por linearidade)

()= [ egdu e | [ codul < 19] sl
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Logo, pelo Teorema 4.5 segue
lgllq < W] egel

Por fim, dada f € L?, pela densidade das simples em LP [Proposi¢ao 4.1(a),

onde p é finito] existe uma sequéncia (y,) de fungoes simples tal que

LP
on — [

Logo, V(¢,) = ¥(f). Ainda mais,

“If(son)—ffg‘:‘fsong—ffg

e entao concluimos

n—o00

< [en = Flplgly =0

v(f)= f fodp.
Donde, pela desigualdade de Holder, |V| < |g[,. Assim, | ] =g/,

o O caso u o-finita.

Seja E, » X tal que 0 < u(E,) < oo. Identifiquemos LP(E,) e Li(E,) com
os respectivos subespagcos das fungoes em LP(X) e L4(X) que sao nulas fora

de E,. O caso anterior mostra que existe g, € L4(E,) tal que
U(f) = [ Fgudn, paratoda f ¢ (B, e lguly = | Wlir | < 191,
E facil ver que g, ¢ Unica [no particular caso
f fg =0 para toda f € LP(E,), escolha f =sgng (cheque)].

Desta forma, para m > n temos g,, = g, sobre E,, o que nos permite definir
g:X - C por g(z) = g.(z) se x € E,. Com o teorema da convergéncia

monoétona garantimos que g € L9, pois

lgllg =lim gnlq < ¥

Ainda mais, dada f € LP, pelo teorema da convergéncia dominada temos

que fxg, z, f e portanto

() =tm v (fx,,) =tm [ fo= [ fg

donde segue || < gl Assim, [W] =g],.
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o O caso p arbitraria e p # 1 [logo, como p é finito, também ¢ é finito].

Analogamente ao caso “u o-finita” imediatamente acima, para cada con-

junto o-finito F c X temos que existe uma unica gg € L4(F) tal que

W(f)= [ for, paratoda f € L7(E), e gpl, < 9],

Assim, dado F o-finito com F' > E, temos gr = gg sobre E e ||gr|, 2 |9£] -

E evidente que
M =sup{|ggl,: E é o-finito} < |¥|.

Seja (E,) uma sequéncia de conjuntos o-finitos tal que |gg,|lq = M e o

conjunto G = U F,,. Temos que G ¢é o-finito e
l9E.lq < lgalle < M <[]

Segue |galy =M < |V e gg € L9. Assim, como o expoente ¢ ¢é finito, dado

um conjunto o-finito H > G temos

[ lgelr+ [ gmalt= [ lgul <212~ [ lgoft

[sto mostra que gg.¢ =0 e gy = g¢-

Finalmente, dada uma funcao arbitraria f € LP temos que o conjunto
I=Gu{z: f(z)+0}
¢é o-finito, contém G e g = gg, e pela definigao de g; segue

‘I’(f):ffgl=_/f90-

Logo, g = g¢ ¢ a funcao desejada e temos |V < | g, Assim, U] =|g|,*

Para a forma usual do reverso da desigualdade de Holder, vide “Measure and

Integral”, Wheeden & Zygmund .

Corolario 4.2 (Reflexividade de LP). Suponhamos 1< p < co. Entdo, temos
(LP)** = L? isometricamente.

Neste caso, dizemos que LP ¢ reflexivo.

Prova. Trivials
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Comentarios. Sobre a excepcionalidade dos casos p=1 e p = oo.

e Qualquer que seja a medida p, a correspondéncia
g @

aplica L* em (L')*, mas em geral tal fun¢do ndo é nem injetora nem so-
brejetora. A injetividade falha quando p nao é semi-finita. De fato, fixado
um conjunto £ ¢ X de medida infinita que nao contém subconjuntos de
medida finita e maior que zero, e considerando f qualquer em L', temos
que o conjunto {z : f(x) # 0} é o-finito e intersecta £ em um conjunto

nulo. Assim, temos

@XE(f):fXEf:O, para toda f e L, e ®, =0mas x, €L {0}

Porém, este problema é contornével se redefinirmos L* (vide Exercicios 23-
25 6.2).

e Sejam X um conjunto nao enumeravel, p a medida de contagem sobre

(X JP(X )), a o-algebra M dos conjuntos enumeraveis ou co-enumeraveis,

e pio = pr. Toda fe L(p)

[notemos que [ fdu=>" f(x)] )

se anula fora de um conjunto enumeravel e portanto temos

L' () = L' (po)-

Por outro lado, é claro que L*(u) consiste de todas as fungoes limitadas
definidas em X enquanto, como verificamos a seguir, L> (1) consiste das
funcoes limitadas que sao constantes exceto em um conjunto enumeravel.
De fato, dada f € L*(up) e portanto M-mensuravel, temos que f(X) é
enumeravel pois, caso contrario, através de alguma reta Rez = ¢, com ¢ uma

constante real, particionamos f(X) em dois conjuntos nao enumeraveis
A={zef(X):Rez<c} e B={ze f(X):Rez>c}

e escrevemos X = f~1(A)u f1(B), com f1(A) e f~1(B) mensuraveis e

nao enumeraveis 7
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Logo, existe {z1, z2,..., } tal que
X =" ()
n=1

e portanto para algum zy temos X\ f~1(zy) enumeravel, como desejadvamos.
Com tal observagao, é facil mostrar que o dual de L' (pg) é o espago L*(u)

e nao seu subespago L (1) (cheque).
e Quanto ao caso p = oo, a aplicacao
g~ ®, é sempre uma isometria injetora de L' em (L>)*

devido a Proposigao 4.6, mas quase nunca ¢é sobrejetora. Mais sobre este

problema pode ser visto em Folland 6.6. Vide também Exercicio 19 6.2.

4.3 Algumas Desigualdades Uteis

Estimativas e desigualdades sao parte central das aplicagoes de espacos LP
em analise. As mais bésicas sao as desigualdades de Holder e Minkowski. Nesta
secao apresentamos uns poucos e importantes resultados adicionais. O primeiro

é quase uma trivialidade, mas é 1til o suficiente para merecer atencao especial.

Desigualdade 4.1 (Chebyshev). Seja f € LP, com 0 <p< oo, e a>0. Entao,

p({z: 1f (@) > a}) < (M)

«

Prova.

E claro que

IfIE > oPp({z: |f(z)] > a})s

A préxima desigualdade é um teorema razoavelmente geral sobre estimativas
para operadores integrais em espacos LP. A desigualdade que segue generaliza a

chamada desigualdade de Young para o produto de convolu¢do (vide Teorema 4.8).
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Teorema 4.7 (Desigualdade de Young Generalizada). Sejam (X, M, pn) e
(Y,N,v) espacos de medidas o-finitas e seja K uma fun¢io M ® N -mensurdvel

sobre X xY e a valores complexos tal que exista um real C'> 0 satisfazendo
[ |K(z,y)|du(z) <C g.s. emY e f |K(z,y)|dv(y) <C gq.s. em X.
Sejape[l,00]. Dada f e LP(Y), temos que a integral
i) = [ K(o9)fy)dv(y)
converge absolutamente j1-q.s. (isto €, € finita pu-q.s.), a fungao T f entdo definida
estd em LP(X) e
ITflp < ClF -

Prova. Por hipétese, temos f:Y — C e entao f ¢ finita em todo ponto.

o Caso 1 < p<oo. Seja q conjugado a p. Aplicando Hélder ao produto

K (2, 9) F ()] = |K (2, 9)|7.| K (2, 9)[7| £ ()]

encontramos

[ 1sGawii) <] [ K] | [ 1Keiimem)

<Cs [ [ 1K Gy) |f<y>|pdv<y>]’l’ qs. em X

Por Tonelli, a integral inicial é uma funcao mensuravel em X. Elevando-a a

p, integrando em du(x) e mudando a ordem de integracao (Tonelli) temos

I 'K(Wf(yﬂdv]pduw’q’ [ [ 1K@yl )Pduds

<t [,

Como a ultima integral é finita, a funcao K(x,-)f(:) € L'(Y) p-q.s. em
X. Logo, T'f é finita u-q.s. A mensurabilidade de T'f segue por Tonelli, se
K >0e f>0. Em geral, como T'f ¢ finita u-q.s., basta decompor K e f em

partes reais e imagindrias e estas em partes positivas e negativas. Assim,

[ rpdn s i p,

Extraindo a raiz p-ésima encontramos o resultado desejado.
o Caso p = 1. Basta utilizar [ |K(x,y)|du(z) < C. Cheque, é trivial.

o Caso p = co. Basta utilizar [ |K(z,y)|dv(y) < C. Cheque, é triviala
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Ingenuamente supondo y um parametro discreto variando em um conjunto
finito e escrevendo fY(x) = f(x,y), temos a familia de fungoes {fv}. A forma

discreta da desigualdade de Minkowski diz que
2 < 21
y y

Passando para a variavel continua y, e entao integrando na variavel y, vislum-

p

bramos a desigualdade integral de Minkowski abaixo (“cheque”).

Desigualdade 4.2 (Minkowski para Integrais). Sejam (X, M,u) e (Y,N,v)

espacos de medidas o-finitas e seja f uma fungio MON -mensurdvel sobre X xY'.

(a) Seja pe[l,00). Se f>0 (note a frugalidade das hipdteses) temos

[/(/f(x’y)d”(y))pdﬂ(x)];Sf[f f(if;y)pdﬂ(ib)];dy(y).

(b) Seja pe[l,00]. Suponhamos que y — | f(-,y)|, € integrdvel em Y. Entao,

T / f(x,y)dv(y) € finita quase sempre em X, mensurdvel e

Hf fCy)dv(y)

< [y y) < oo

[Note que (b) “¢” (a) reescrita para funcgoes e p arbitrdrios e integrais finitas.]
Prova.
(a) Analisemos os casos: p=1e pe (1,00).

o Caso p=1. Este é imediato do Teorema de Tonelli.

o Caso 1 <p< oo. Seja q o expoente conjugado de p e g € L9(X). Entao,

com o teorema de Tonelli e a desigualdade de Holder em X obtemos

[/ t@viwmlis@in - [| [ @@ ae)

<laly [ [ [ 1prin)] v,

Assim, a afirmagao (a) segue do reverso da desigualdade de Hélder

(forma forte). Vide Teorema 4.5.

[Para uma prova direta, vide Wheeden & Zygmund, p. 143.]
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(b) Analisemos dois caso: p finito e p = oo.

¢ Caso p finito. Aplicando (a) a funcao |f| temos, pelas hipdteses,

[/ (f|f(x,y)|du(y))pdﬂ(x)]; < f LG pdi(y) < oo.

Logo, a funcao f(z,-) é v-integravel para quase todo = e entao a fungao

w»ff(x,y)dl/(y)

é finita q.s. Decompondo f em Re(f)* e Im(f)* vemos que a fungao

xH[f(l’,y)dV(y)

é mensuravel. Agora é claro que

e [ f@pdu(y) € LX)
e satisfaz a desigualdade anunciada.

o Caso p=o0. Dado y em Y notemos que

1FC o0 = 1 Gz x)-

Por hipétese temos

[ 17Cp)lwdi) < .

Logo, || f(-,y)|e € finita exceto para y em algum conjunto ) c Y, tal
que v(Y) = 0. Redefinindo a func¢ao f pelo valor 0 no conjunto X x )
[com (uxv)(X x)Y) = 0], podemos supor que a fungdo mensurdvel

1/, y)]le é finita para todo y €Y.

Notemos que o conjunto

E={(z,y):[f (@9 > | FC0)lee}

é mensuravel e £Y = {x: (z,y) € E} é u-nulo. Logo,

(xv)(E) = [ w(En)du(y) =0.

Assim, redefinindo f pelo valor 0 no conjunto E temos a desigualdade

funcional |f(x,y)| < [f(,y)]e, em X x Y, e a desigualdade integral

[ @ plav) < [17Cp)ldv(y)s
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4.3.1 Aplicagao: O Produto de Convolugao
Nesta secao consideramos somente a medida de Lebesgue.
Lema 4.3 Seja f:R" - C mensurdvel. Entdo, a fun¢ao
K(z,y) = f(x—y) € mensurdvel em R™ x R".
Prova.
A funcdo F(z,y) = f(x) é mensurdvel em R™ x R™, pois o conjunto
F(0)=f"(0)xR"

é mensuravel (cheque) para todo aberto O c C. Gratos ao isomorfismo linear

T(z,y) = (z -y, +y) concluimos que F'oT = K é mensurdvel (cheque)#

Dadas duas fungoes (Lebesgue) mensuraveis f,g: R® — C, definimos a con-

volugao f * g (x) por

9@ = [ =y dy.

nos pontos x tais que a integral acima existe. Dado um vetor h € R", definimos

em R” a (funcdo) translacao 7, (x) = x - h.

Proposicao 4.7 Assumindo que todas as integrais citadas existem, temos
(a) frg=gxf.
(b) (f=g)=h=fx(gxh).
(¢) T(f *g)=(mf) *g

(d) supp(f * g) c supp(f) + supp(g).
Prova.

(a) Mudando a varidvel de y para z =z — y obtemos
@) = [ =)o)y = [ f()g(a-2)dz=g ] ().
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(b) Utilizemos (a) e o teorema de Fubini:

(F)+h@) = [ N@-hdy= [ [ gl-y=-2)f()h(y)dzdy -

[ (ge )@ =2)F Gz = (g )« £ (@) = £+ (g4 h) (2).
(©
w(f+)(@) = [ fa=h=-)g@)dy= [ @) @-ng(w)dy = (7f) =g (2).

(d) Se z nao pertence a supp(f) + supp(g), entdo para cada y € supp(g) nds
temos x—y ¢ supp(f). Donde segue f(x-y)g(y) = 0 para todo y e, portanto,

f*g(x)=0. Logo,
{z:(f*g)(x)# 0} c supp(f) +supp(g) 4

Teorema 4.8 (Desigualdade de Young para convolugao). Consideremos
p € [1,00], uma fun¢ao f e LY(R™) e g € LP(R™). Entdo, a fungdo produto de

convolugao [ * g estd definida quase sempre, € mensurdvel, estd em LP(R™) e
1F = glp < 1F 11 lgllp
Prova.

¢ Podemos supor f>0e g >0, pois (f*g)(z) < oo se e sése (|f]*]g])(z) < co.
Ainda, |f * g| <|f] * |g]- Ainda mais, f * g é mensurdvel se f>0e g > 0.

o O teorema segue direto da desigualdade de Young generalizada (Teorema

4.7) aplicada ao nicleo/kernel mensuravel K (z -y) = f(z -y), que satisfaz

[ 1K@=pldz = [ 1Kz~ y)ldy=11]1,

e ao operador de convolugao

Tg(fv)=fK(x—y)g(y)dy=ff(rv—y)g(y)dy=f*g(w)+

Como consequéncia, o espa¢o L'(R",m) munido do produto de convolugao é

uma algebra de Banach abeliana.
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