MAT5812 - EDP ELIPTICA- primeiro semestre de 2017
Lista 3 de Exercicios
Prof. Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Notagao. O simbolo p indica a usual funcao curva do sino.

1. O Lema “Derivada fraca, regularizacao e aproximacgao” revisitado e
estendido.

Seja p € [1,00). Consideremos

uelP

() e a tais que 0w e L}, (Q)  [0%u é uma derivada fraca].

Seja € > 0 (pequeno), uma fungdo n € C*(D(0,€)) e um aberto O tal que
0+ D(0,¢) c Q.

E.g,O0=Q ={xeQ:d(z,00) <e. O conjunto O + D(0,¢€) é aberto (cheque).]

Verifique as afirmagcoes abaixo.

(a) A fungao
(wem (@)= [ ulyn(a-y)dy, onde e,

Q

estd bem definida. Tem-se

(@)= [ w@n(e-wdy= [ w@-yn(y)dy, sewe0.
D(x,€) D(0,¢)

(b) Seja M uma constante majorando |9;n|. Fixado um ponto xy € O, temos
D(xg,€) cQ e existe r tal que 0 <r < d(xg,02) — €. Segue

on
u(y) 8:6-@ = y)| < M[u(y)|X p(sgriey (), Para todos x € D(zo,r) ey € Q.
J

Segue entao ux*n € C*°(0) [use indugao + derivacao sob o signo da integral].



(c)

Por (b) segue (0%u) * n e C*°(0). Considere p € C1(O). Mostre que

[ o e @p@)da = [ [(070) #n)(@)p(@) do.
o

o

Dica. Escreva a integral a esquerda como uma integral iterada e utilize o
teorema de Fubini duas vezes (cheque hipdteses).

Conclua a propriedade derivada fraca e regularizacao

O(u*n)=(0%)*n em O.
Retorne a (b). Cheque que de (b) segue a identidade

0(u*n)(x) = /S;u(y)(ﬁo‘n)(x - y)dy para todo x € O.
Deduza desta identidade a fémula
0%(u *n) = (0%u) *n, no aberto O.
Sejam K compacto em O e D, = D(0,¢). Admita
n>0e f ndx =1.

Mostre

HU *1 - UHLP(K) : yseu[I))e Hu( -y) - u(')HLp(K)‘

Dica. Utilize a desigualdade integral de Minkowski na identidade
rop
f d:v]

K
Para cada € > 0, consideremos uma 7 = . € C(D(0,€)) como no item (e).
[Nao é necessdria a relagao entre 7, e 1, como a existente entre p e p,.]

[ Tute = 9) = u(@)In(y)dy

De

Hu * 77_u”Lzo(K) - [

Mostre a aproximacao

Lioc()

Lio ()
uxn. ———u see—>0 [e (O)*n.

0%u].

Dica. Considere U tal que K cU cc O. Sejav=uem U e v =0 fora de U.
Para € pequeno e |y| < €, compare

HU('_?/)_U(')HLP(K) © HU('_y)_U(')HLp(Rn)'

Utilize o item (e) e o teorema continuidade da translagao em LP (se¢ao 1.3).



2. Cuidado com extensées. Dada f:(0,1) > R, estenda f com f =0 em (-1,0]
(a) Dada fe L'((0,1)), mostre que feLY((-1,1)).
(b) Dé um exemplo de uma funcéo f € L}, ((0,1)) tal que f¢ L ((-1,1)).

(b) Dé um exemplo de uma funcdo f e L*((0,1)) tal que f ¢ Wi((-1,1)).

3. Extensao (trivial). Seja u e W1(Q) com K =supp(u) compacto em 2. Seja

~ | uwem Q,
Y= 0 fora de Q.

Definimos 8711 de forma analoga. Verifique.
Te WYR") e 9;(7) = d;u.

Sugestao. Considere y € C= () tal que x = 1 em uma vizinhanga de K (cheque
a existéncia). Verifique que no aberto € valem as identidades

ux =u, x(0ju)=0;u e ud;x=0.

4. Extensao (trivial). Seja u e LP(2). Verifique o que segue.
(a) e L]

loc

(R™).

(b) Suponha que u tem suporte compacto e que a derivada fraca v = 0%u existe
ie,velLl (Q)]. Mostre que existe a derivada fraca 9(%) e
loc

() = 0u.
5. Regra de Leibniz. Dados a = (ay,...,a,) eN" e 8= (5,...,5,) € N*, pomos

|
a al
B <ase B; <aj para todoj, al=ai!... .o, e ():—

Bl B a=B)
Seja u € Wk(Q) (a fun¢ao u tem derivadas fracas de ordem menor ou igual a k).
Seja f € C*(2). Mostre que fu e WF(Q) e a regra
o (fu) =Y (g)aﬁ f 89By,
BLa

Anti-dica. Tal regra segue da regra do produto, que segue da caracterizacao das
derivadas fracas [cap. 2 - se¢ao 2.3]. Isto é muita munigao para pouca batalha.

Dica (trivial). Dada ¢ € C*(Q2), mostre

/(f“)aﬂﬂdl' = _/[(aju)f+u(ajf)]g0d$.

A seguir, utilize inducao e as férmulas binomiais para multi-indices.



6. Funcoes e derivadas fracas de suporte compacto. Este caso é bem mais
facil que o no Exercicio 1 e obtemos regularizagao e aproximacao em todo o €.

Seja 2 um aberto arbitrario (limitado ou nao).
Seja u € LP(£2) tal que 0%u € LP(Q2) e com K =supp(u) compacto em €.

Verifique as afirmacoes abaixo.

(a) ue=ux*p.eCx(Q).
(b) 0%(u * p) = pe * 0%u em §2 se € é pequeno o suficiente.

LP(Q)
U*pPe ——>U

(c) .
P
0%(u * pe) DN

Dicas. Seguem duas estratégias: uma ¢é direta e a outra é via extensao.

(a) Pela definicao de regularizacao e como K =supp(u) é compacto, temos

u@) = [ u@pde-y)dy= [ uwioz-y)dy.
(a) Estenda u. Entao, we LP(R") e (), = u.. Mostre a compacidade de
supp(pe * u) c supp(p.) + K = D(0,¢) + K.

Use derivagao sob o sinal da integral. Vide Exercicio 1 (b).
(b) Vide Exercicio 1 (c) nesta lista. Utilize que p é uma funcao par.

(¢) Com a desigualdade de Young para convolugao, segao 2.2, mostre que p. * u
e pe * 0% estao em LP(R™) e, restringindo a 2, que estdo em LP(€2).
Utilize propriedades da aproximacao da identidade - secao 2.3 - e também
o item (b) do presente exercicio para mostrar convergéncias em LP(R").
Restrinja entao ao aberto () para obter as convergéncias desejadas.

7. Seja u e Wkr(Q) e de suporte compacto. Mostre que (para e >0 pequeno)
Wk (Q
ux*p.eCE(Q) e u*p€#>u.
8. Sejam 2 um aberto (limitado) e p € [1,00). Mostre as afirmagdes abaixo.

(a) Dada ue WL?(Q), com o suporte de u compacto, entao u € Wy ().
(b) Dada u e Wk»(Q), com o suporte de u compacto, entéo u € W ().
(c) Mostre que Wk*12(Q) - WHP(Q) continuamente.

(d) Mostre que 0, : WkLr(Q) - Wkr(Q) é continua, para cada j =1,...,n.

Sugestao para (a) e (b). Utilize o Exercicio 6.



