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Notação. O śımbolo ρ indica a usual função curva do sino.

1. O Lema “Derivada fraca, regularização e aproximação” revisitado e
estendido.

Seja p ∈ [1,∞). Consideremos

u ∈ Lp

loc
(Ω) e α tais que ∂αu ∈ Lp

loc
(Ω) [∂αu é uma derivada fraca].

Seja ǫ > 0 (pequeno), uma função η ∈ C∞c (D(0, ǫ)) e um aberto O tal que

O +D(0, ǫ) ⊂ Ω.
[E.g., O = Ωǫ = {x ∈ Ω ∶ d(x, ∂Ω) < ǫ. O conjunto O +D(0, ǫ) é aberto (cheque).]

Verifique as afirmações abaixo.

(a) A função

(u ∗ η)(x) = ∫
Ω

u(y)η(x − y)dy, onde x ∈ O,

está bem definida. Tem-se

(u ∗ η)(x) = ∫
D(x,ǫ)

u(y)η(x − y)dy = ∫
D(0,ǫ)

u(x − y)η(y)dy, se x ∈ O.

(b) Seja M uma constante majorando ∣∂jη∣. Fixado um ponto x0 ∈ O, temos
D(x0, ǫ) ⊂ Ω e existe r tal que 0 < r < d(x0, ∂Ω) − ǫ. Segue
∣u(y) ∂η

∂xj

(x − y)∣ ≤M ∣u(y)∣χ
D(x0,r+ǫ)

(y), para todos x ∈D(x0, r) e y ∈ Ω.

Segue então u∗η ∈ C∞(O) [use indução + derivação sob o signo da integral].



(c) Por (b) segue (∂αu) ∗ η ∈ C∞(O). Considere ϕ ∈ C1
c (O). Mostre que

∫
O

∂α(u ∗ η)(x)ϕ(x)dx = ∫
O

[(∂αu) ∗ η](x)ϕ(x)dx.
Dica. Escreva a integral à esquerda como uma integral iterada e utilize o
teorema de Fubini duas vezes (cheque hipóteses).

(d) Conclua a propriedade derivada fraca e regularização

∂α(u ∗ η) = (∂αu) ∗ η em O.

(b1) Retorne a (b). Cheque que de (b) segue a identidade

∂α(u ∗ η)(x) = ∫
Ω

u(y)(∂αη)(x − y)dy para todo x ∈ O.

Deduza desta identidade a fómula

∂α(u ∗ η) = (∂αu) ∗ η, no aberto O.

(e) Sejam K compacto em O e Dǫ =D(0, ǫ). Admita

η ≥ 0 e ∫ η dx = 1.

Mostre ∥u ∗ η − u∥
Lp(K)

≤ sup
y ∈Dǫ

∥u(⋅ − y) − u(⋅)∥
Lp(K)

.

Dica. Utilize a desigualdade integral de Minkowski na identidade

∥u ∗ η − u∥
Lp(K)

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣∫K
RRRRRRRRRRRRR
∫
Dǫ

[u(x − y) − u(x)]η(y)dy
RRRRRRRRRRRRR
p

dx

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1

p

.

(f) Para cada ǫ > 0, consideremos uma η = ηǫ ∈ C∞c (D(0, ǫ)) como no item (e).
[Não é necessária a relação entre ηǫ e η1, como a existente entre ρ e ρǫ.]

Mostre a aproximação

u ∗ ηǫ
L
p

loc
(Ω)

ÐÐÐÐÐ→ u se ǫ→ 0 [e (∂αu) ∗ ηǫ L
p

loc
(Ω)

ÐÐÐÐÐ→ ∂αu].
Dica. Considere U tal que K ⊂ U ⊂⊂ O. Seja v ≡ u em U e v ≡ 0 fora de U .
Para ǫ pequeno e ∣y∣ ≤ ǫ, compare

∥u(⋅ − y) − u(⋅)∥
Lp(K)

e ∥v(⋅ − y) − v(⋅)∥
Lp(Rn)

.

Utilize o item (e) e o teorema continuidade da translação em Lp (seção 1.3).



2. Cuidado com extensões. Dada f ∶ (0,1)→ R, estenda f com f̃ ≡ 0 em (−1,0]
(a) Dada f ∈ L1((0,1)), mostre que f̃ ∈ L1((−1,1)).
(b) Dê um exemplo de uma função f ∈ L1

loc
((0,1)) tal que f̃ ∉ L1

loc
((−1,1)).

(b) Dê um exemplo de uma função f ∈ L1((0,1)) tal que f̃ ∉W 1((−1,1)).
3. Extensão (trivial). Seja u ∈W 1(Ω) com K = supp(u) compacto em Ω. Seja

ũ = { u em Ω,
0 fora de Ω.

Definimos ∂̃ju de forma análoga. Verifique.

ũ ∈W 1(Rn) e ∂j(ũ) = ∂̃ju.
Sugestão. Considere χ ∈ C∞c (Ω) tal que χ ≡ 1 em uma vizinhança de K (cheque
a existência). Verifique que no aberto Ω valem as identidades

uχ = u, χ(∂ju) = ∂ju e u∂jχ ≡ 0.

4. Extensão (trivial). Seja u ∈ Lp(Ω). Verifique o que segue.

(a) ũ ∈ L1

loc
(Rn).

(b) Suponha que u tem suporte compacto e que a derivada fraca v = ∂αu existe
[i.e., v ∈ L1

loc
(Ω)]. Mostre que existe a derivada fraca ∂α(ũ) e

∂α(ũ) = ∂̃αu.

5. Regra de Leibniz. Dados α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn e β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn, pomos

β ≤ α se βj ≤ αj para todo, α! = α1! . . . αn! e (α
β
) = α!

β!(α − β)! .
Seja u ∈W k(Ω) (a função u tem derivadas fracas de ordem menor ou igual a k).
Seja f ∈ Ck(Ω). Mostre que fu ∈W k(Ω) e a regra

∂α(fu) = ∑
β≤α

(α
β
)∂βf ∂α−βu.

Anti-dica. Tal regra segue da regra do produto, que segue da caracterização das
derivadas fracas [cap. 2 - seção 2.3]. Isto é muita munição para pouca batalha.

Dica (trivial). Dada ϕ ∈ Ck
c (Ω), mostre

∫ (fu)∂jϕdx = −∫ [(∂ju)f + u(∂jf)]ϕdx.

A seguir, utilize indução e as fórmulas binomiais para multi-́ındices.



6. Funções e derivadas fracas de suporte compacto. Este caso é bem mais
fácil que o no Exerćıcio 1 e obtemos regularização e aproximação em todo o Ω.

Seja Ω um aberto arbitrário (limitado ou não).

Seja u ∈ Lp(Ω) tal que ∂αu ∈ Lp(Ω) e com K = supp(u) compacto em Ω.

Verifique as afirmações abaixo.

(a) uǫ = u ∗ ρǫ ∈ C∞c (Ω).
(b) ∂α(u ∗ ρǫ) = ρǫ ∗ ∂αu em Ω se ǫ é pequeno o suficiente.

(c)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u ∗ ρǫ
Lp(Ω)
ÐÐÐÐÐ→ u

∂α(u ∗ ρǫ) Lp(Ω)
ÐÐÐÐ→ ∂αu.

Dicas. Seguem duas estratégias: uma é direta e a outra é via extensão.

(a) Pela definição de regularização e como K = supp(u) é compacto, temos

uǫ(x) = ∫
Ω

u(y)ρǫ(x − y)dy = ∫
K
u(y)ρǫ(x − y)dy.

(a) Estenda u. Então, ũ ∈ Lp(Rn) e (ũ)ǫ = uǫ. Mostre a compacidade de

supp(ρǫ ∗ u) ⊂ supp(ρǫ) +K =D(0, ǫ) +K.

Use derivação sob o sinal da integral. Vide Exerćıcio 1 (b).

(b) Vide Exerćıcio 1 (c) nesta lista. Utilize que ρ é uma função par.

(c) Com a desigualdade de Young para convolução, seção 2.2, mostre que ρǫ∗u
e ρǫ ∗ ∂αu estão em Lp(Rn) e, restringindo a Ω, que estão em Lp(Ω).
Utilize propriedades da aproximação da identidade - seção 2.3 - e também
o item (b) do presente exerćıcio para mostrar convergências em Lp(Rn).
Restrinja então ao aberto Ω para obter as convergências desejadas.

7. Seja u ∈W k,p(Ω) e de suporte compacto. Mostre que (para ǫ > 0 pequeno)

u ∗ ρǫ ∈ C∞c (Ω) e u ∗ ρǫ
W k,p(Ω)
ÐÐÐÐÐ→ u.

8. Sejam Ω um aberto (limitado) e p ∈ [1,∞). Mostre as afirmações abaixo.

(a) Dada u ∈W 1,p(Ω), com o suporte de u compacto, então u ∈W 1,p
0
(Ω).

(b) Dada u ∈W k,p(Ω), com o suporte de u compacto, então u ∈W k,p
0
(Ω).

(c) Mostre que W k+1,p(Ω)↪W k,p(Ω) continuamente.

(d) Mostre que ∂j ∶W k+1,p(Ω)→W k,p(Ω) é cont́ınua, para cada j = 1, . . . , n.
Sugestão para (a) e (b). Utilize o Exerćıcio 6.


