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LISTA 11 DE EXERCÍCIOS

E1. Seja E ⊂ Rn e mensurável e p ∈ [1,∞]. Se f ∉ Lp(E), então existe g ∈ Lp′(E),

onde p e p′ são expoentes conjugados, tal que fg ∉ L1(E).

Dica: Construa g = ∑akgk para ak e gk apropriados e tal que

∫
E
fgkdm→ +∞.

E2. Sejam (X,µ) um espaço de medida e p ∈ [1,∞). Suponha que fn
Lp

Ð→ f e

que gn
q.s.
Ð→ g, com ∥gn∥∞ ≤M <∞, para todo n. Mostre que

fngn
Lp

Ð→ fg.

SEÇÃO 6.1, p. 186-188

1. Verifique quando vale a igualdade na desigualdade de Minkowsky.

Atenção: a resposta é diferente se p = 1 e 1 < p <∞.

E3. Suponha fn
q.s.
Ð→ f , com fn, f ∈ Lp e 1 < p <∞. Se ∥fn∥p ≤M <∞, para todo

n ∈ N, então

∫ fng Ð→ ∫ fg para toda g ∈ Lp′ , onde
1

p
+

1

p′
= 1.

E4. (Continuidade em Lp) Consideremos p ∈ (0,∞) e f ∈ Lp(Rn). Então,

lim
∣h∣→0

∥f(x + h) − f(x)∥p = 0.

E5. Seja p ∈ (0,∞) e f ∈ Lp(Rn). Então,

lim
Q↘x

1

∣Q∣ ∫Q ∣f(y) − f(x)∣
pdy = 0 q.s.

Notação: O śımbolo Q ↘ x indica uma famı́lia decrescente de cubos não

degenerados Q′s centrados em x que “encolhe” a x [Q ↘ x]. Isto é, para

todo ǫ > 0 existe um cubo na famı́lia com diâmetro menor que ǫ.



CONVOLUÇÃO

● Definamos convolução. Sejam f, g ∶ Rn
→ C Borel-mensuráveis (ou, mais

geralmente, Lebesgue-mensuráveis, mas suponha Borel-mensuráveis para

simplificar), de modo que é Borel-mensurável a aplicação Rn×Rn
→ C dada

por (x, y)↦ f(x − y)g(y). Definimos f ∗ g por:

f ∗ g(x) = ∫ f(x − y)g(y)dm(y),

para todo x tal que f(x − ⋅)g(⋅) seja quase-integrável.

E6 Desigualdade de Young. Se f ∈ L1(Rn,m) e, dado 1 ≤ p ≤ ∞, g ∈
Lp(Rn,m), então a convolução f∗g está definidam-q.s., pertence a Lp(Rn,m)

e ∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥1∥g∥p.
Sugestão: Use uma das duas questões anteriores.

E7. Sejam f, g, h ∈ L1(Rn,m). Então f ∗ g = g ∗ f ∈ L1 e vale a propriedade

associativa (f ∗g)∗h = f ∗(g ∗h) ∈ L1. Portanto, da questão anterior segue

que, munido do produto de convolução, o espaço L1(Rn,m) é uma álgebra

de Banach abeliana.
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