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Justifique todas as passagens, com uma redacao clara e nao carregada em simbologia.
BOA SORTE!

1. Defina familias equicontinuas, localmente limitadas e normais (relativamente
compactas). Enuncie o Teorema de Montel.

Seja F uma familia em A(Q2) e localmente limitada. Prove, usando o Lema de
Schwarz, que F é equicontinua sobre cada compacto K contido em ().
Sugestdes. Mostre as afirmacoes abaixo.

(a) Existe r > 0 tal que K(r) = {z : d(z; K) < r} C Q. Ainda, K(r) é
compacto.

(b) Existe M > 0 tal que |f(2)| < M, para toda f € F e para todo z em K(r).

(c) Dados quaisquer a € K e f € F, a fungao

Flz) = f(@+gj\)4—f(a)

aplica o disco D(0;1) em D(0;1) e satisfaz f(0) = 0.

Solugao (integration-free).

Seja X um subconjunto de C e C'(X) = {f : X — C, onde f é continua}. Seja
F uma familia de fungdes em C'(X). Dizemos que

e F ¢ equicontinua se para todo € > 0 existe um 0 > 0 satisfazendo
1f(2) = f(w)] <€ VfeFeVzeVw, ambos em X, tais que |z — w| < 4.

e F ¢ localmente limitada se para todo a € X, existem uma bola aberta
B(a;r), com r > 0, e um M > 0 satisfazendo

|f(2)] < M, para toda f € F e para todo z € B(a;r) N X.

Seja € um conjunto aberto e F uma familia de fung¢ées em C(Q2). Dizemos que

e F é normal (ou relativamente compacta) se toda sequéncia em F contém uma
subsequéncia que converge compactamente a alguma fungao f [claramente,
f € C(Q)]. Nao é exigido que o limite da subsequéncia pertenga a F.



Teorema de Montel. Seja F uma familia em A(S)) localmente limitada, com )
um aberto no plano complexo. Entao,

F é equicontinua sobre cada subconjunto compacto de §2.

F é normal (isto é, relativamente compacta,).

A seguir, resolvamos a questao.

(a)

Seja 2r = d(K;Q°) [se = C, escolhemos qualquer r > 0]. Como K é
compacto e ¢ é fechado, tal distancia é assumida. Isto é, existem um
ponto o € K e um ponto S € Q€ tais que

o — B = d(K;Q°) = 2r <|a—b|, quaisquer que sejam a € K e b € §2°.
Segue entao a inclusao
D(a;r) C Q, para todo a € K.
E claro que

{z:d(z; K)<r}= U D(a;r).

aeK

Donde segue
K(r)={z:d(zK)<r} CqQ.

Como K é limitado, segue que K(r) também é limitado. Ainda, a fungao
z€C—d(z K)

é continua [visto no capitulo 2] e portanto pré-imagem por tal fungao
do intervalo fechado [0,r] é um fechado em C. Isto é, o conjunto K(r) é
fechado. Juntando as informacoes, segue que

K(r) é um subconjunto compacto de §2.

Seja z € K(r). Por hipétese, existe B(z;7(z)) nao degenerada tal que F é
uniformemente limitada em B(z;7(z)) por uma constante M (z). Temos

K(ryc |J B(zr(2).

2eK(r)
Entao, como K(r) é compacto, existem zi, ..., z, € K(r) tais que
K(r) C B(zi;7(21)) U+ U B(2z1;7(21)).
Seja M = max{M(z;):j =1,...,n}. Encontramos a estimativa

|f(2) < M, quaisquer que sejam f € F e z € K(r).

Vide préxima pagina



(¢) Seja K um compacto contido em €2 e fixemos um arbitrério a em K. Seja
2r = d(K;Q°), como em (a). Seja M = M(K,r) como em (b). Definamos

f(z):f(a+gj\)4_f(a)

, onde z € D(0;1).

E claro que f(0) = 0. Ainda mais,

2M
|f(a—|—7’z)|—i—’f(a)| < =1, para tOdOZED((J;l)'

Fo) < T Tl 20

Logo, _ B
f:D(0;1) — D(0;1) e f(0)=0.

O Lema de Schwarz garante

|f(2)] < |z], para todo z € D(0;1).
Isto é,
|fla+7z)— fla)] <2M]|z|, paratodo z € D(0;1).

Assim, se ¢ pertence a K e | — a|] < r entdo obtemos

7O~ fa)| < oo 2 g

r

Tal desigualdade vale para quaisquer pontos a € K e ( € K, tais que
| —a| <r, equalquer f € F. Logo, F é equicontinua sobre K &



2. Consideremos o quadrado () centrado na origem e de vértices
2o=z=1414, zn1=—1414, z=—(1+1i), e z3=1—1.
Consideremos as curvas (esboce os segmentos lineares)
Ye(t) = 2z + (t — k)(zk41 — 2x), ondet € [k, k+ 1], parak =0,1,2,3.

Seja 7 : [0,4] — C dada pela justaposicao v = 7oV v V Y2 V 73. Isto é, temos
v(t) = (t) set € [k, k+ 1] ey é a fronteira do quadrado Q). Mostre que

Ind(7; 0) = Ind(70; 0) + Ind(v1;0) + Ind(y2; 0) + Ind(73; 0).

Mostre que Ind(~;0) = % para k = 0,1,2,3. Mostre entao que Ind(v;0) = 1.

Solugao (integration-free).

¢ Por um teorema provado em sala (Teorema 7.11), existe uma fungao continua
[chamada ramo| ¢ : [0,4] — R tal que

(1) = [y(B)]e .

Entao, ¢, = ¢ [ ] . [k, k + 1] — R sao continuas e satisfazem
ke k+1

() = |ye(t)]e’ ).
Por definicao temos

¢(4) — ¢(0)

Ind(;0) = =~

= Ind(~3;0) 4+ Ind(72;0) 4+ Ind(~1;0) 4+ Ind(~; 0).

¢ Ind(73;0). O segmento linear desde z3 = 1 — i até z4y = zp = 1 + i estd
contido no semi-plano “a direita”

Q={z:Re(z) > 0}.

Em tal semi-plano esta bem definido o argumento continuo

o(:) = awesin [ ()| € (<55

Temos entao
Y5(t) = |y3(t)]e?# ™) para todo t € [3,4].
Ainda, 6 o y5 : [3,4] — R é continua. Entao, por defini¢ao temos

Ind(y3;0) = 0<73(4))2;9(73(3>> _oa +i)2;9(1 — i)

arcsin (‘/75) — arcsin <—‘/7§>

1
or or 4’

~13

N ——
4




o Os demais indices. Com a rotacdo de 7/2 rad dada por R;(z) = iz vemos
que, a menos de uma reparametrizacao, a curva 7 unindo zy = 1 + ¢ até
21 =—1+41ié R; 073, com R;(0) = 0. Pela propriedade 12 segue

1
Ind(7p;0) = Ind(vs;0) = 1
A menos de uma reparametrizacao, a curva 7, unindo z; = —1 + ¢ até

29 = —1—1 é R; oy. Pela propriedade 12 segue
1
Ind(71;0) = Ind(y0;0) = i

Por fim, a menos de uma reparametrizagao, a curva ¥, unindo zo = —1 — ¢
até z3 =1 —1 ¢ R; oy,. Pela propriedade 12 segue

1
Ind(72;0) = Ind(v1;0) = 1 L)



3. Sejam um raio R > 1 e v a semi-circunferéncia orientada no sentido anti-horario
(esboce) dada por

() = Re®, se0<t<m
= t—(mr+R), sem<t<m+2R.

Mostre que Ind(~;i) = 1.

1* Solugao (integration-free).

Seja r > 0 um raio, com a circunferéncia S(i;7) contida no interior da regiao
compacta limitada por v. Claramente 0 < r < 1. A curva continua e fechada

L(t) = rm—:;, onde t € [0, 7 + 2R],

é tal que I'([0, 7 4+ 2R]) = S(0;7).

Toda semi-reta com inicio no ponto ¢ intersecta Imagem(+y) em um s6 ponto.

A fungao 7 restrita ao intervalo aberto (0,7 + 2R) é injetora.

Por tais motivos, a fungao I restrita a (0,7 4+ 2R) é injetora.

Por hipdtese, v tem orientagao positiva. Logo, I' tem orientacao positiva.

Pelo Teorema 7.11 existe 6 : [0, 7 + 2R] — R continua e satisfazendo
I(t) = re®, para todo t € [0, 7 + 2R).

- Como a curva I" é positivamente orientada, segue que a funcao # é crescente.

- Como 6 é crescente e a curva I' é fechada, concluimos que
O(m +2R) = 6(0) + 2nm, para algum n € {1,2,3,...}.
- Por tais motivos, mais continuidade e conexidade e compacidade, obtemos

9([0, T+ 23]) — [6(0),0(0) + 2n7].

Como I'(t) = re?®® restrita ao intervalo (0,7 +2R) é injetora, ndo ocorre n > 2.
Pois, caso contrario, existem t; e ¢y distintos e no intervalo (0,7 + 2R) e satisfa-
zendo 0(t2) = 6(t1) + 27 donde entao segue ['(t;) = I'(f2), uma contradigao.

Desta forma, concluimos que n =1 e

Ind(7:7) = Ind(T;0) = 27+ 25) —90) _ 22"” —n=1&
m m

Vide préxima pagina



22 Solugao (integration-free).

Consideremos a semi-circunferéncia parametrizada no sentido anti-horario

(m—t)+3R, sem+2R<t<m+4R

n(t) =
Re(t=4R) sem+4R <t <21 +4R.

O numero ¢ pertence a componente ilimitada do complementar de Imagem(n).
Logo, pelo teorema 7.15 segue

Ind(n;i) = 0.
Consideremos a curva justaposta vV 7. Pela defini¢ao de indice (7.13) segue
Ind(y Vv n;i) = Ind(y;4) + Ind(n; 0).

Logo,
Ind(~;4) = Ind(y V n;1).

Escrevamos v = 71 V 92 com

71 definida em [0, 7] e v definida em|[r, 7 + 2R)].
Analogamente, escrevamos 7 = 1y V 7o com

n definida em [r + 2R, 7 + 4R] e 1y definida em |7 + 4R, 2w + 4R).
Pela propriedade (I1) [vide Figura 7.7 nas notas de aula] temos
Ind(y2;¢) = —Ind(m1;7).
Entao, pela defini¢ao de indice (7.13) temos
Ind(y V n; i) = Ind(y1;2) + Ind(n2; 7).

Reparametrizemos 7, no intervalo [, 27]. Seja 73 tal reparametrizagao.

Pela propriedade (12) temos
Ind(n; @) = Ind(ns; 7).
Logo [e uma vez mais utilizando a definigao (7.13)]
Ind(y V 7; i) = Ind(v152) + Ind(ns; ) = Ind(y1 V n3;2).
Seja I' = v; V n3. Evidentemente
I' =7, Vny éa parametrizacio anti-horaria de S* = Imagem(T").
Pelo Teorema 7.13 o indice Indr é constante nas componentes de C \ S*.
Como 0 e i pertencem & mesma componente de C\ S*, segue que
Ind(T"; 4) = Ind(T'; 0).

E bem sabido que
Ind(T;0)=1&



4.

(a) Verifique que p(z) = 2° + 132* + 15 tem

5
dois zeros na coroa{z : 1 < |z| < 2} e trés zeros na coroa {z 12 < 2| < 5} .

(b) Seja a € C, com |a] > e (onde e é o numero de Euler). Verifique que a
equacao
e —az" =0

tem exatamente n solugoes em B(0;1).
Solugao (integration-free).

(a) o Pelo Teorema Fundamental da Algebra, p(z) tem exatamente 5 zeros.
¢ Suponhamos || = 5/2. Temos

[13¢* + 15| <

325+60_385_3080<3125_|C5|
4 4 32 32 T

Logo, pelo Teorema de Rouché
. . 5
todos os cinco zeros de p(z) estao em B | 0; 3)

o Seja ¢ € D(0;1). Seguem [¢°+13¢%| <14 e p(¢) = > +13¢2+15 # 0.
Assim,

5
todos os cinco zeros de p(z) estdo no anel {z 1< 2| < 5} .

¢ Suponhamos || = 2. Entao,
IC° +15) <32+ 15 =47 < 52 = [13¢?].
Logo, pelo Teorema de Rouché

p(2) = 2° + 132% + 15 tem dois zeros em B(0;2)
e
p(z) = 2° 4+ 132 + 15 nao tem zeros na circunferéncia S(0;2).

o Combinando as informacoes acima, concluimos que

p(z) tem dois zeros no anel {z: 1 < |z| < 2}
e
p(2) tem trés zeros no anel {z:2 < |z| < 2}.

(b) Suponhamos || = 1. Entao,
eS| = (Re©) <e'=e<|a|l = |aC|
Logo, pelo Teorema de Rouché

f(2) =e* —az" tem n solucoes na bola B(0;1) &



5. Suponha que €2 é um aberto conexo e nao vazio de C. Seja f,, paran € N, uma
sequéncia de fungoes holomorfas em Q e u,, = Re(f,).

Prove que se (u,) converge compactamente em ) e se existe a € ) tal que
(fu(a)) converge em C, entao (f,) converge compactamente em ().

Solucao.

O conjunto X dos pontos de €2 que admitem uma vizinhanga na qual (f,,) con-
verge compactamente é evidentemente aberto em 2. Um simples raciocinio com
sequéncias mostra que tal conjunto é também fechado em (). Entao, como 2 é
conexo, s6 falta mostrarmos que X nao vazio.

Podemos supor, sem perda de generalidade, o = 0.

Lema. Consideremos f holomorfa na bola B(0; p), com p > 0, e sua parte real
u = Re(f). Sejar tal que 0 < r < p. Entao, para cada ponto w € B(0;r) temos

f(w) ! /Oﬂu(reia)wdﬁ + «Im[f(0)].

T o ret —w
Prova.
Escrevendo

f(z) = Zanz”, para todo |z| < p,
obtemos

u(z) = % Z(anz" + a,2").

% na circunferéncia S(0;r), temos

Dado z = re’
. 1 . .
u(re”) = Re(ag) + 3 m§>1 ™ (ame™ + Gme ™).

Multiplicando tal identidade por e, paran = 1,2, 3, ..., e integrando obtemos

2
/ u(re®)e™df = ra, .
0
Achamos entao férmulas para os coeficientes que dependem apenas de u = Ref:

1 2w 0 1
ap = — u(re” ) ——df, se n > 1.
T Jo (reif)n

Observemos que, pela féormula do valor médio de Gauss,

1

a0 = f(0) = % /027r f(re”)df = Re(ag) = Py /027r u(re)dd.



Dado entao w € B(0;7) temos (pelo Teste-M de Weierstrass, pois @ <1)

flw) =ag+ Z%/jwu(r@w) <T29>nd9 =

n>1

1 2 ) n
=5 u(re) |1+ 22 (%) df + ilm(ao)
0 n>1
1 2m

u(re®) {1 12 (1 L 1)} d9 + ilm(ap)

rett

:%0

1 2m ) 9 0
u(rei®) (Lw — 1) df + iIm(ag)

~or ), re —
=5 i u(re )mde + ilm(ap) W

O lema esta provado.

A seguir, suponhamos 0 < 7 <r <pe
B(0;7) C B(0;r) C B(0;p) C €.

Pelo lema temos

2m rei@ w
) = fw) = 5= [ [unre) )| 200 + it ,0) = £ (0)

T o ret —
Para w variando em D(0; 7), existe uma constante M tal que

re'? + w

= ‘ < M, para todo w € D(0;7).
re? —w

Dado € > 0, devido as hipdteses segue que existe N € N tal que
|£2(0) — £, (0)] <€, para quaisquer n > N e m > N,
U, (1€) — u,,(re?)| < e, para quaisquer n > N em > N e 0 € [0,27].
Desta forma encontramos
|fo(w) — fr(w)| < eM + €, para quaisquer n > N,m > N e w € D(0;7).

Logo, (f,) converge uniformemente em D(0;7) e 0 pertence a X &



6. Considere circunferéncias orientadas 7;, 2 € 73 tais que y; é positivamente ori-
entada e 7, e 73 sao negativamente orientadas e contidas no interior de 7y, além
de que 7, e 3 sao disjuntas e seus interiores também.

Sejam I' = v +72+73 e o conjunto V= {z € C: Indr(z) = 1}. Suponha 0 € V.

(a) Se Q é um aberto conexo contendo V' e g € H(Q), determine f € H(Q)
sabendo que

flz) = /1‘ 9(65)5(15__05)86) d¢, para todo z € V.

(b) Sejaa €V tal que a#0 e g(a)(1 — cosa) # 0. Calcule

)\(a):/r(zfﬁzi)de.

Sugestao. Teorema de Cauchy homoldgico.

Solucao.

Como € contém V', segue que I' é homéloga a 0 em €.
(a) Consideremos a funcao

=8, se £ € C\ {0},

Dado & # 0, obtemos

2 4 6
1—cos§:€2—,—i—g+%g_"':1_£_2+£_4_
¢2 £2 2 4! 6!
Donde segue,
1 2 4
©(€) 5_%+%—---, para todo & € C.

Assim, ¢ ¢é inteira. Encontramos entao

f(z) = /F 9()e&) d¢, para todo z € V.

E—z

A fungao gy é holomorfa em €). Pelo teorema de Cauchy homolégico temos

2L7rz' /r %d{ = Indr(2)g(2)¢(2) = g(2)¢(z), para todo z € V.

Logo,

2 9NC082) e o e v\ {01,

6.1)  f(2) = 2rig(=)e(z) = )
mig(0), se z = 0.



(b) Lema. Seja F': O — C continua com O um aberto em C. Sejay : [0,1] — O
uma curva de classe C* por partes. Seja w um ponto arbitrario no aberto
W = O \ Imagem(). Sob tais hipdteses, a fungao

<1>(w):/v FE) g,

Z—Ww

¢ holomorfa no aberto W e

(1) = £ (Fidz.

z—w)?

Verificacao.

Desenvolvendo a integral encontramos
1 /
t t
B(uw) = / FOO)N'(®) 4,
o () —w

Sendo que a funcao

hw, t) = %, onde (w,t) € W x [0, 1],

é continua em cada W' x [t;,t;41], onde {tr =0<t; <--- <t, =1} é uma
partigao de [0, 1], e holomorfa na primeira varidvel. Ainda,

Oh o FO@N(E
50" = ) —w)

é continua em W x [0, 1]. Pela regra de Leibnitz complexa, ® é derivavel e

o' (w) = 8h(w t)dt = / ((Z(Mt /(F(—Z)den

ow t) —w)? z—w)

Retornemos ao problema original.
Pelas hipoteses sobre I' e V' e pelo teorema de Cauchy homoldgico segue

3
fla) = L f(2) dz — ;%/w jiz)adz, para todo a € V.

2mi Jr 2 —a

Assim, pelo lema provado acima temos

3
: () g L [ IO
Z 21 / a)2d2 - 2711 /1_“ (Z o CL)QdZ’ para todo a € V.

Jj=1

Logo,

Aa) = /F %dz _ 2rif'(a).



Por (6.1) encontramos

f'(a) = 2mi[g'(a)e(a) + g(a)¢'(a)]

, 1 — cosa a’sina — 2a(1 — cosa
= 2mi {g’(a) ) + g(a) a4( )} .
Para encerrar,
4% :
A= ——3{9 (a)a(1l — cosa) 4+ g(a)[asina — 2(1 — cosa)]} &
a



7. Sejam Q um aberto nao vazio de C e [a,b] um intervalo compacto de R. Con-
sideremos duas fungoes Riemann-integraveis ¢ : [a,b] — C e ¢ : [a,b] — C.
Suponhamos que ¢(t) ¢ ) para todo t € [a, b].

Prove que a fungao F : Q) — C definida por

F(z) = /a —sp(qf)(tz Zdt

é analitica.
Dica. Considere um ponto ¢ € € e desenvolva F'(z) em uma série de poténcias
em um disco D((;r) com um raio r conveniente.

Determine entao o maior aberto conexo de C no qual é analitica a funcao

1 .
G(z) = / sty
0

t2_€z

Solucao.

o Fixemos um arbitrario ¢ € Q. Seja r > 0 tal que D({;r) C €.
Observemos que r < d((;§2°) [a igualdade é impossivel].

Valem as desigualdades
|2 = ¢ <r<d((;Q°) < |p(t)— (|, para quaisquer z € D((;r) et € [a,].

Logo,
e
p(t) =<l = d(G )

2N

n>0

=A< 1.

A série geométrica

converge. Entao, pelo teste-M de Weierstrass concluimos que a série

1 B 1
p(t) =2 o(t) =C—(2—¢)
_ Y[p(t) = ¢
1 wft;EC

n=

— O

converge uniformemente conforme ¢ varia em [a,b] e z varia em D((;r).

A funcéo 9 (t) é limitada, pois Riemann-integravel. Temos entao

Y)Wl = z—C \"
o(t)—z [w(ﬂ—dz(sﬁ(t)—C) ’

n=0

com convergéncia uniforme para ¢ percorrendo [a, b] e z percorrendo D((; 7).



Desta forma, integrando em [a, b] temos

Y AKO)
F(z)—/a —go(t)—zdt

_ :ZOZ Ub %dt} ()", para todo z € D(C: 7).

Logo, F' é analitica em (2.

Aplicando o resultado provado acima para
Y(t) =sint, @)=t e [a,b] =[0,1]

temos que
sin tt

é analitica em [0, 1]¢ pois Imagem(g@) [ ]

Seja entao o conjunto
X={reC:e €[0,1]} = exp™! ([o, 1]).

Evidentemente X é fechado.
Escrevendo z = x + yi temos e* = ¢”¢¥ € [0,1]. Logo,

€[0,1] e ye2nZ.
Assim,
xr € (—00,0] e ye2nZ.

Logo,
X={z=z+iy:z€(—00,0] e ye2nZ}.
O conjunto
0=X°
é aberto e
exp(O) C [0, 1]°.

Portanto,
(Foexp)(z) & analitica no aberto O.

Notemos que O é conexo por caminhos e portanto conexo.
Notemos também que

dt = G(z), paratodo z € O.

(Foem)(z)= [

Por fim, nao podemos adicionar pontos z, pertencentes ao conjunto X, ao
dominio de G(z) pois caso contrério temos t?—e* = ( para algum ¢ € [0, 1] &



8. Compute as integrais

1
—_—dz.
(e) / 22 —32+2 -
|21=3
322 — 6242
b _d
(b) /z3—322—|—22Z
jel=3

Sugestao. Desenvolva os integrandos pelo método de fracoes parciais.

Solucao.
Seja
3 .
v(0) = 5629, onde 6 € [0, 27].
(a) Temos,
1 1
————dz = /—dz
/722—32—1—2 L (2—=1)(z—-2)
1 1
= / dz — / dz
y 7= 2 4 2—1
= Ind(v; 2)2mi — Ind(~; 1)27i
=0 — 2m.
(b) Temos
3642 326242 1. 1 1
2-32422 2-1(z-2 2z z2-1 2-2
Logo,

/322—6z+2d / 1+ 1 n 1 d
—_—  dz = —
23 — 322422 S\z z—1 z-2 ‘

v

= [Ind(v;0) + Ind(~; 1) + Ind(y; 2)]2mi

=(14+140)2mi
=47 e



9. Seja Q) um aberto nao vazio e arbitrario em C. Seja (f,) uma sequéncia de
fungoes analiticas em ) que converge compactamente a uma funcao f : Q2 — C.
Mostre que:

(a) f é analitica em ).

(b) a sequéncia (fflk)) converge compactamente a f*) para todo k € N.

Duas Solucgoes.

Seja zp € Q e um disco nao degenerado D(zo; ) C 2. Devido as hipdteses, temos
que f, € A(B(zo;7)) N C(D(z0;7)), para cada n, e também que

fn converge uniformemente a f em D(zp;7).
12 Solugao (integration-free).

(a) Pelo corolario [6.20(b)] ao teorema da convergéncia de Weierstrass segue
que f é analitica em B(zp;r). Variando 2z, vemos que f é analitica em ).

(b) Pelo corolario [Corolario 6.20(c)] ao teorema da convergéncia de Weierstrass
segue que ( fé’“)) converge uniformemente a f*) nos compactos de B(zo; ).

Seja K um compacto em 2. Dado z € K, seja um raio r = r(z) > 0 tal que
z € B(z;r(2)) C D(z;2r(2)) C Q.
Devido a compacidade de K, existem z1,...,zy em K tais que
N N
K c | JB(zir(z) € | D(z:2r(z)) € Q.
3=1 J=1

Fixemos j em {1,..., N}.

Cada funcao f, é analitica em B(z;;2r(z;)) e continua em D(z;;2r(z;)).
Ainda mais, por hipé6tese ( f,,)n converge uniformemente a f em D(z;; 2r(z;)).

Portanto, pelo citado corolario [Corolédrio 6.20(c)] concluimos que

ék) n converge uniformemente a f*) nos compactos de B(z;;2r(z;)),
j J
para cada k =0,1,2,3,....

Segue entao que

( fr(Lk))N converge uniformemente a f*) no disco D(z;;7(z;)),
para cada k=0,1,2,3,....

A seguir, variemos j no conjunto {1,..., N}.

Entao, devido a inclusdo K C D(z1;7(21))U---UD(zn;7(2n5)) obtemos que

{ ( fék))N converge uniformemente a f*) no compacto K, para cada k > 0

Vide préxima pagina



22 Solucao.

Mantenhamos a notacao ja introduzida.

()

Pela férmula integral de Cauchy [Teorema 10.11] temos

1 fa(2)
2me Z—w
S(zo;7)

(9.2.1) falw) = dz, para todow € B(zo;7),
com S(zp;r) a circunferéncia compacta {z : |z — 2| = r}.
Fixemos um ponto w € B(zp;r). Devido as hipéteses segue que

fuz) )

Z—w zZ—Ww

uniformemente, para z variando em S(zg; 7).

Também por hipétese, f,(w) — f(w). Impondo n — oo em (9.2.1) acima
temos
1 (2)

21 zZ—w
S(zo;7)

dz, para todo w € B(zg;r).

Pelo Teorema da derivacao sob o sinal de integragao [10.4] segue que f é
derivavel e entao analitica.

E trivial ver que basta mostrarmos que f;, converge compactamente a f’.
Sejam zy e r como acima e p tal que 0 < p < r. Consideremos um arbitrario

w em D(zp; p).

Pela férmula integral de Cauchy temos

fw)—fow) = 5 [ HEZIE,

270 J 5 (20;7) (z —w)

Entao, pela estimativa M-L encontramos

|ﬂm—ﬂmﬂsi<sw wa<mm>ri7%r

27\ 2eS(z0;7) r—p)
Donde segue que
/1 converge uniformemente a f’, sobre D(zp; p), para todo 0 < p <.
Consideremos a seguir o maior raio R > 0 tal que
B(z0; R) C Q.

Pelo ja provado concluimos que f, — f uniformemente nos subconjuntos
compactos de B(zo; R), onde zy é um ponto arbbitrario de €.

Para encerrar, seja K um compacto qualquer em (2. Cada ponto de K ¢
o centro de um disco nao degenerado, compacto e contido em 2. Em cada
um destes discos, f; converge uniformemente a f. Por compacidade, uma
quantidade finita destes discos recobrem K. Segue entao que

fl — f uniformemente sobre o compacto K &



10. (a) Seja Ry, = RU {oo}. Consideremos a transformacgao de Mébius

az+b
cz+d

p(z) =

Mostre que temos p(R,) = Ry, se e s6 se podemos escolher a,b,c e d em R.

(b) Seja T" uma circunferéncia (generalizada) por zs, z3 e z4 em Co, = C U {o0}.
Dois pontos z e z*, ambos em C,, sao ditos simétricos com relacao a I" se

[2*7 22, 23, 24] = [Zv 22,23, 24]-

Mostre que a definicao de simetria independe dos pontos escolhidos em T'.
[Isto é, se ws, w3, wy sao outros trés pontos em I', entao a equagao destacada
acima é satisfeita se e somente se [z*, way, w3, wy] = [z, wa, w3, wy].]

Conclua que, dada uma aplicagao de Mébius ¢ e duas circunferéncias (generali-
zadas) T'; e I's onde ¢(T'1) = I'y, entao a aplicagao ¢ mapeia um par de pontos
(e, B) simétrico em relagao a I'y no par (p(a), () simétrico em relagao a I's.

Solugao (integration-free).

(a)(«<=) Se a,b,c, e d sao reais entao é claro que p(R.) C R.,. Analogamente,

dw —b

71 .
14 (w) a —cw + a

satisfaz ™! (Rs) C Ry. Logo, ¢(Ry) = Re.
(=) [Se ¢(Ry) = R, mostremos que podemos escolher a, b, ¢ e d reais.]
1? Solucgao. Solugdo de Ana Kelly de Oliveira.

Por hipétese, existem z1, 25 e 23, todos em R, tais que ¢ aplica a terna
21, 22, 23 ordenadamente na terna 0, 1, co.

o Se z1, 29 € z3 sao todos reais, a transformacgao é dada por

Z— R1 Ry — X3

o(z) = , com coeficientes reais.
Z— R3 Ry — X1

o Se z; = 00, entao ¢ é dada por

Ry — 23

o(z) = , com coeficientes reais.
Z — Z3

© Se zy = 00, entao ¢ é dada por

Z— 21

o(z) = , com coeficientes reais.
Z — Z3

o Se z3 = 00, entao ¢ é dada por

zZ— Z1 . .
o(z) = , com coeficientes reais.
22— 21




22 Solugao.

(1) Se p(00) = oo, entao temos ¢ = 0. Logo, a # 0 e d # 0. Escrevemos

a b
, coma =-el =

d d

() az+b oy az+ Ul
7 0.z2+d 0.2+1
Entao, b’ = ¢(0) e p(1) = o’ +b' sdo reais. Logo, @’ éreal e a’.1 # 0.

(2) A inversao

1_Oz+1

Inv(z) = > = 1250

, satisfaz Inv(Rs) = Reo.

(3) Se ¢(0) = oo, entdo temos d = 0. Logo, b # 0 e ¢ # 0. Escrevemos

_az—i—b_

o(2) = (a/c)+(b/c) _adz+ b

cz+0 2 1240

,coma = (a/c)elt = (b/c).

Entao, b’ = ¢(0) e ¢(1) = o'+ sao reais. Logo, a’ é real e b'.1 # 0.
(4) Se ¢(0) =r € R, a aplicagdo de Mdbius com coeficientes reais
lz—r

T(z)=z—-1r= 021 satisfaz T (R ) = Ry € T'(r) = 0.

Entao, por (2) e (3) a bijegao de Mébius

o
(T'op)(2)

Por (3), a aplicacao ¢ é dada por uma matriz com coeficientes reais.

W(z) = satisfaz ¥(Rw) = Roo € ¥(0) = o0.

Temos
o=T"olnvo.

As aplicagoes T~! [vide acimal, Inv(z) e ¢ [vide (2) e (3)] sdo repre-
sentaveis por matrizes inversiveis com coeficientes reais. Por fim,
sabemos que ¢ é representavel pelo produto destas trés matrizes.

(b) Lema 1. Se ¢ é uma transformacao de Mdobius, entao

[0(€); p(C2); p(C3), p(Ca)] = [, G2, C3, Cal,

quaisquer que sejam (s, (3 e (4 distintos em C,, e ¢ arbitrario em C,.
Verificagao.

Seja T a aplicacao de Mobius mapeando (5, (3,(4 em 1,0,00, em ordem.
Entao, T o ¢! mapeia ©((2), ©(¢3), ©(¢4) em 1,0, 00 e temos

[£(C), 0(G2), 0(C3), ()] = (T o) (@(¢) =T(¢) = [¢, 2, (3, ¢

Vide préxima pagina



1* Prova da primeira afirmagao dada no item (b). Solu¢do baseada na
de Jeovanny de J. M. Acevedo e na de Marcelo K. Inagaki (para a questdo 17).

Comecemos com um resultado “trivial”.
Lema 2. Sejam (5, (3 e (4 distintos em C, e (; arbitrario em C.,. Entao,

[C17 C27 C37 C4] = [57 @a @7 a]
Verificagao.

Seja S a aplicacao de Mobius mapeando (s, (3, (4 ordenadamente em 1, 0, co.
Por defini¢ao, existem a,b, ¢, e d em C (com ad — be # 0) tais que

aC + b
S(C) = 1 d para todo ¢ € C.

Entao, a aplicacao de Mobius

aC+b
50 = 22 onde ¢ € i,

satisfaz
S*(¢) = S(¢) e mapeia (s, (3, em 1,0, 00 em ordem.
Pela esta ultima identidade e a definicao de produto cruzado segue

[C17<27C37C4] - S(Cl) - S*<a) = [a7§7gva]&

A seguir, sejam 29, 23 € 24 em C,, e determinando I'. Sejam z e z* tais que
* —_—
[Z 722723724] — [272272:3724]'

Seja T" a aplicacao de Mobius mapeando ordenadamente 2y, 23, 24 em 1,0, 0o
(os quais determinam R, ). Devido a ultima identidade acima encontramos

T(z*) = T(z) ou, equivalentemente, T'(2*) = T'(z).
Como T estabelece bijecoes entre circunferéncias generalizadas, temos
T() = Re.

Sejam ws, w3 e wy outra terna de pontos determinando I'. Destaquemos
que os pontos T'(ws), T(ws) e T'(wy) estdo todos em Ry,.

Com tal destaque, o Lema 1, o Lema 2 e a identidade T'(2*) = T'(z) obtemos

(2%, we, ws, wy] = [T(2%), T (wg), T (ws), T (wy)]

— T(z*)7T(w2)7T<w3>’T(w4)]

= [T'(2), T(w2), T(ws), T(w)]
= |

2, Wo, W3, Wy

Vide préxima pagina



22 Prova da primeira afirmacgao dada em (b). Prova da conclusao.

Lema 3. Seja I' como dada, A uma outra circunferéncia generalizada e
uma aplicagao de Mébius, com ¢(I') = A. Entao, z e z* sao simétricos em
relagao a I' se e somente se p(z) e p(z*) sao simétricos em relagao a A.
Verificagao.

Sejam 29, z3 € z4 determinando I'. Pelo Lema 1, temos

[’Z? 9, 23, 24] - {2*7 9, 23, 24]

se e somente se

[p(2), p(22), p(23), p(za)] = [p(2*), P(22), p(23), p(24)| B

Devido ao Lema 3, a defini¢ao de simetria em relagao a I', para os pontos z e
z*, independe da particular escolha de pontos determinando I" se e somente
se a definicio de simetria em relagdo a A, para os pontos ¢(z) e p(z%),
independe da particular escolha de trés pontos determinando A.

Desta forma, e como existe uma aplicacao de Mobius estabelecendo uma
bijecao entre I' e R.,, podemos supor sem perda de generalidade que

I'=R..
Consideremos entao s, r3 € x4 distintos em R, e z e 2* tais que
(Eq.10.1) (2%, k9, k3, 4| = [2, T2, T3, T4].

A aplicacao de Mobius T que mapeia s, x3, 74 em 1,0, 0o satisfaz

T(Ry) = Ree.
Logo, pela parte (a) temos
b
(2) = Zid’ com a, b, c e d reais e ad — bc # 0.
Devido a equagao (Eq. 10.1) temos
T(z*) =T(z)

Logo, como a, b, c e d sao reais,
az*+b az+b
cr+d  E+d

Donde segue
acz*zZ + adz* + bcz + bd = acz*zZ + adz + bez™ + bd

e portanto
(ad — be)z* = (ad — be)z.
Consequentemente (pois ad — bc # 0),

Zt=7Z.
Logo, z* independe da escolha de pontos x5, x3 € x4 determinando R,.

Concluimos entao que a definicao de pontos simétricos em relagao a I' in-
depende da escolha dos pontos 2z, 23 € z4 determinando I'.

A conclusao. A tltima afirmacao dada em (b) foi provada no Lema 3. &



11. Defina produto cruzado.

No que segue, considere z1, z3, 23 € z4 numeros distintos em C.

(a) Prove a férmula para o produto cruzado

_(z1— z3) (22 — )
(21, 22, 23, 20] = (21 — 24) (22 — 23)

e prove que 21, 23, 23 € z4 pertencem a uma mesma circunferéncia ou a uma
mesma reta se e somente se seu produto cruzado é um niimero real.

(b) Suponha que z1, 22, z3 € z4 pertencem a uma mesma circunferéncia, e nesta
ordem (suponha ou o sentido anti-horario ou o hordrio). Mostre que

’21—Z3||ZQ—Z4| = |Zl—22||23—Z4| + ’22—23||Z4—21|.

Solugao (integration-free).

Consideremos (o, (3 e (4 distintos em C, e (; arbitrario em C,,. Seja T a (linica)
aplicagao de Mobius que mapeia (o, (3 e (4 ordenadamente em 1,0, co. Definimos
o produto cruzado

[Cla C27 C37 C4]

como o elemento 7'(¢;) € Cy. Isto é,

[Cla <27 <37 <4] = T(Cl)

(a) Sejam z1, 22, 23 € z4 numeros complexos distintos. Seja w = T'(z) a aplicacao
de M6bius mapeando zs, 23 € z4 ordenadamente em 1,0 e co. Entao, temos

(2 — 23)(22 — 24)
(2 — 24)(22 — 23)

T(z) =

Donde segue,
(21 — 23) (22 — 2)
(21— 24) (22 — 23)

[Zla 22,23, Z4] -

A seguir, observemos que os pontos distintos zs, 23, z4 determinam uma
circunferéncia generalizada I'. Entao, como 7' é uma bijegao entre circun-
feréncias generalizadas, concluimos que

T(D) = R..
Donde segue que (notemos que 23 # z4 € que T'(z;) é um nimero)
2z €l <= T(z1) = |21, 22, 23, 24] € R.

Isto mostra que 21, 22, 23 € z4 pertencem a uma mesma circunferéncia gene-
ralizada se e somente se [z, 29, 23, z4] ¢ um nimero real.



(b) Suponhamos que 2z, 22, 23 € z4 pertencem a uma mesma circunferéncia I'.
Suponhamos que tais pontos estao ordenados no sentido anti-horario. Seja
T a aplicagao de Mobius mapeando 25, 23 e 24 ordenadamente em 1,0, co.
Pelo item (a) segue

(21 — 23)(22 — 24)
(21 — 21) (22 — 23)

(Eq.11.1)  T(z1) = [21, 20, 23, 24) = =recR

Como T' é uma bijecao entre circunferéncias generalizadas e R, ¢é a circun-
feréncia generalizada determinada por 1, 0 e co, concluimos que

T(T') = Re..

A seguir, consideremos o seguinte arco de circunferéncia em I': o arco ori-
entado no sentido anti-horario com inicio no ponto zy, passando pelo ponto
23 e com final no ponto z4. As extremidades zo e z4 pertencem ao arco.
Indiquemos tal arco por 7.

Observemos que z; € I'\ 7. Ainda mais, I" \ 7 também é um arco (um arco
na circunferéncia I' e ndo contendo as extremidades z; e z4) e portanto I'\
¢ conexo por caminhos e conexo. Pela continuidade de T segue que

T(T \ ) é um conexo na reta real.

Assim, T(T"\ ) é um intervalo em R.
Afirmagdo. T'(I'\ ) = (1, +o0).

Verificagdo. Pela continuidade de T' temos:

se 21 — 2o, com z; em '\ 7, entdo T'(z;) — T'(z2) :
se 21 — z4, com 2z em ['\ 7, entdo T'(z;) — T'(z4) = 0.

Ainda mais, os elementos 1 = T'(z3) e oo = T'(z4) nao pertencem a T'(I"\ ).

Concluimos entao que
TIT\v)=(lo00)M

A seguir, observemos a identidade
(21 — ZQ)(Zg - 24) + (Zl - 24)(22 — Zg) = (21 — 23)(22 — Z4).
Donde segue

(21 — 22)(23 — 24)
(21 — 24) (22 — 23)

(Eq. 11.2) +1=r.

Pela equagao (Eq. 11.1) e pela afirmagao acima, temos r > 1. Logo, a fragao
no lado esquerdo de (Eq. 11.2) é um nimero real estritamente positivo.

Vide préxima pagina



Temos entao
(21 — 22)(23 — 24)

(21 — 22)(23 — 24)
) (21 — 24) (22 — 23)

(21 — 24 )\22 — 23)

(21 — 23)(22 — 2)
(21 — 24) (22 — 23)

Sustituindo estas duas tltimas identidades na equagao (Eq.2) encontramos

(21— 23)(22 — 1)
(21— 21)(22 — 23) |

(21 — 22)(23 — 2)
(21 — 24) (22 — 23)

+1=

Donde segue,

|21 — 22| |23 — 24| + |21 — 2a| |22 — 23] = |21 — 23| |22 — 24| 0



12. Prove o teorema fundamental da algebra como um corolario do teorema de
Rouché.

Solucao (integration-free).

Teorema Fundamental da Algebra. Seja p(z) um polinémio complexo de grau
n > 1. Entao, p(z) tem n zeros (contados com suas multiplicidades) em C.
Prova.

Escrevamos p(z) = a,2" + - -+ + a1z + ag. Seja M = max{|aol, |a1], ..., |an—1|}.

Temos,
lag + a1z + -+ + an,lz"_1| <M+ |z 4+ + \z\"‘l).

Claramente, existe r > 0 tal que
ML +7r+- 4" < ay|r™
Donde segue
lag + a1z + -+ an_12"| < |a,z"|, para todo |z| =r.
Pelo teorema de Rouché, os polinomios
p(z)=ag+arz+-Fa, 12" M+ a2" e a,2"

tem o mesmo numero de zeros (contadas as multiplicidades) na bola B(0;7).
Notemos que z = 0 é um zero de ordem n do polinomio a,,z".

Logo, p(z) tem n zeros na bola B(0;r). Portanto, p(z) tem n zeros em C &



13. Sejam f e f,, paran = 1,2,..., analiticas e nao constantes em um aberto e
conexo (). Suponhamos que

fn converge compactamente a f.
Seja v € Q er > 0, com D(a;r) C Q. Seja v(0) = o+ re, onde § € [0,27].
Suponhamos que f ndo se anula na imagem de . Entao, para todo n grande o
suficiente, f,, e f tem o mesmo numero de zeros no interior de 7.

Solugao (integration-free).

¢ Contra-exemplo de Jeovanny de J. M. Acevedo.

O resultado acima é falso se f se anula na circunferéncia S(a;r). Tomemos
1 .
f(z)=z2z+1 e fu(2) =2z+1— —, para quaisquer n > 1e z € C.
n

Entao, f nao se anula em B(0;1) e (f,,) converge uniformemente a f em C.
Entretanto, cada f,, tem um zero no ponto

1
—1+ — que pertence a bola B(0;1).
n

A seguir, resolvemos a questao.

Seja
m= min |f(z)]>0.

2 € 5(a;7)
Como f, converge compactamente a f, existe N satisfazendo
|fn(2) — f(2)] <m, para quaisquer n € Ne z € S(a;7).
Donde segue
|fn(2) = f(2)] <m < |f(z)], para quaisquer n > N e z € S(q;r).
Pelo teorema de Rouché concluimos que

tem a mesma quantidade de zeros em B(q;p), para todo n > N &



14. (a) Seja p(z) um polinémio ndo nulo com coeficientes reais nao negativos, com
p(z) =ap+arz+ -+ a,2", onde 0 <ag<a; <--- < a,.

Mostre que todos os zeros de p(z) estao dentro do disco unitario D(0;1).
Sugestao. Aplique o teorema de Rouché a funcao (1 — z)p(z).

(b) Prove que, para todo 0 < p < 1, o polinémio
Py (2)=14+2243224+ - 4+ (n+1)2"

nao tem zeros na bola B(0; p), se n é grande o suficiente.

Solugao (integration-free).
Evidentemente, podemos supor a,, # 0.
(a) Temos
(1—2)p(2) = ao + (a1 — ag)z + (az — a1)z* + -+ (@ — apn_1)2" — anz".

Fixemos r > 1. Consideremos ( tal que |¢| = r. Encontramos

(1= O)p(C) + an" ™| < ag+ (ay — ag)r + (az — a))r* + - + (ap — ap_1)r"
=ao(l—7)+arr(1—7)+agr®*(1—7)+ -+ ap 1" (1 —7)+ar"”
< apr™tt
= |a, ™.

Entao, pelo Teorema de Rouché segue que

(1—2)p(z) e apz"™
tem n + 1 zeros em B(0;r), para todo raio r > 1. E entdo claro que

p(z) tem n zeros em B(0;7), para todo raio r > 1.

Portanto, todos os n zeros de p(z) estao no disco D(0;1).

Vide préxima pagina



(b) Sabidamente,

+oo

1

E 2" = . converge uniformemente em D(0; p), para cada 0 < p < 1.
—z

m=0

Entao, pelo teorema de derivagao de séries de poténcias,

—+00
1

E (n+1)z" = W converge uniformemente em D(0; p), se 0 < p < 1.
—z

n=0

Fixemos p com 0 < p < 1. Seja

m = min >0  [éclaro que m > 0].

|z <p

(1-2)
Sejam P,(2) =1+ 22432+ -+ (n+ 1)2z" os polindmios enunciados.

Por defini¢ao de convergéncia uniforme, existe um N € N tal que

1
P.(z) — m < %, para quaisquer n > N e z € D(0; p).
Donde segue
1
|P.(2)| > ‘m — % > m—% = %, para quaisquer n > N e z € D(0; p).

Assim, P,(z) nao se anula em B(0;p) se n > N &



15. Sejam 2 um aberto no plano complexo e [a,b] um intervalo compacto na reta.
Seja f: Q x [a,b] - C uma fun¢ao continua. Suponha f holomorfa na primeira
variavel, para cada t fixado em [a,b]. Considere a func¢ao

b
:/ f(z,t)dt, onde z € .

Mostre que

(a) F' é continua.
(b) F é holomorfa.

(c) Vale a formula,

b
0
- / a—ﬁ(z, t)dt, para todo z € (.

Solugao. Fixemos z; em 2 e um disco nao degenerado D(zp;r) C €.

(a) Entdo, f ¢é uniformemente continua no compacto D(z;7) X [a,b]. Logo,
dado € > 0, existe um 40, com 0 < § < r, satisfazendo: qualquer que seja
|h| < & temos |f(z + h,t) — f(20,%)| < € para todo t € [a,b]. Donde segue

b
|F(z0 4+ h) — F(20)| < / edt =¢(b—a) [i.e.,, F'é continua em 2.

(b) Sejam A um triangulo fechado e convexo contido em 2 e uma parame-
trizacao v = y(s) : [0,1] — © de OA. Pelo teorema de Fubini para fungoes
continuas na variavel (s,t) € [0, 1] x [a, b] e a valores complexos temos

/ dz—/ / F(y(s), 6)'(s)dtds
//f '(s)dsdt
:Z:(Mf@ﬂw)ﬁ

Como f(z,t) (com t fixo) é holomorfa, por Cauchy-Goursat segue que o
integrando na 1iltima integral imediatamente acima é zero. Donde segue

/8 P2z =0

Sendo f continua [item (a)], pelo teorema de Morera temos F' € H(S).



(c) Seja o(s) = 29 + re*™, s € [0,1]. Pela féormula integral de Cauchy para

2= F'(2) e 20 g—f(z, t) [com ¢ fixado]
2

e pelo teorema de Fubini, sob as mesmas hipdteses que em (a), temos

F/(Zo) — L/(F#dz

omi ), (2 — 20)?
[
S [

:/a (zm/@f%?) )dt

bof
o 02

== (20, t)dt &



16. Seja f : Cx [0, +00) — C continua. Suponha que para cada z, em C, existem um
disco D(zp; 1) nao degenerado e uma fungao M : [0,+00) — [0, +00) satisfazendo

|f(z,t)] < M(t), para todos z € D(zp;7) et € [0,+00), e / M(t)dt < oco.
0

Verifique as afirmacoes abaixo.

(a) Estd bem definida a fun¢ao ¢ : C — C dada por
= / f(z,t)dt
0

(c) Suponha que %(2, t) existe e é continua em C x [0, 400). Suponha também
que para cada ponto zy no plano existem uma vizinhanca compacta K do
ponto zy e uma funcao N : [0,400) — [0, +00) satisfazendo

(b) A fungao ¢ é continua.

‘g—f(z,t)’ < N(t), para todos z € K et € [0,4+00), e / N(t)dt < oo.
< 0

Entao, ¢ é holomorfa e

> of

. —(z,t)dt.

'(z) =
Solucgao.

(a) Fixemos z € €. Por hipétese, temos
0 <[f(z )]+ Re(f)(z,t) < 2M (),

para alguma fungao nao negativa M = M (t) tal que

/ M(t)dt < 0.

Logo, as integrais de Riemann (com integrando maior ou igual a zero)
/ 1£(2, )] + Re(f) (2, D)dt, com 0 < r < +oo,
0

sao limitadas e convergem (e crescendo), se r — 400, a integral imprépria

/Ooon(z,t)l + Re(f)(2,1)]dt < 2/000 M(t)dt < oo.

Logo, esta bem definida a integral imprépria

/000 Re(f)(z,t)dt.

Analogamente para Im(f)(z,t) [basta trocar f por if]. Segue entdo que
oo

f(z,t)dt converge.
0

Observemos que [verifique]

f z,t) dt‘ / |f(z,t)|dt para todo z € C.
0



(b)

Fixemos um ponto zp em 2, um disco D(zp;7) e uma funcdo M = M(t)
como no enunciado. Dado € > 0, é simples ver que existe m > 0 tal que

/ M(t)dt < e [verifique].
Seja h € C com |h| < r. Temos entao

(20 + ) — @(20)| =

/Ooo[f(zo Fht) - f(zo,t)]dt‘

< /0m|f(20+h,t) £ (z0,0)dt + /°O|f<zo+h,t> F(z0,0)dt.

m

A ultima integral acima é (pela desigualdade triangular) menor ou igual a

2/ M(t)dt < 2.

Quanto & pentltima integral, pela continuidade uniforme de f(z,t) no com-
pacto D(zp;r) X [0, m] segue que existe um §, com 0 < § < r, tal que

para todo |h| < ¢ temos |f(z0 + h,t) — f(z0,t)| < Al para todo t € [0, m].
m
Concluimos entao que

para todo |h| < & temos |¢(z0 + h) — ©(z0)| < 3e.

Logo, ¢ é continua em zy. Portanto, ¢ : C — C é continua.

Pelos itens (a) e (b), estd bem definida e é continua a fungao

Q - .
Sz /0 5 (z,t)dt

A seguir, sejam 2o em €2, uma vizinhanc¢a compacta K e um funcao N(t)
como enunciados em (c). Podemos supor K = D(zg; 7).

Escrevamos entao, para 0 < |h| <7,

D) = Lot hfz_ pla) 0 gﬁ(zo,t)dt _
Sy LCEIRE X N

//[ (20 + sh,t) — gﬁ(zo,t)}dsdt.

Dado € > 0, devido as hipdteses, existe m > 0 grande o suficiente tal que

|a_f | t), para todost>mezeD(ZO;T)7

e
f t)dt < e.



Temos entdo, para 0 < |h| < r,

o< [* [

Como D(zp;r) x [0,m] é compacto, por continuidade uniforme segue que
existe um 0, com 0 < § < r, tal que para todo 0 < |h| < J temos que a
integral iterada imediatamente acima é tal que obtemos

of of
5(20 + Sh,t) - %(Zo,t) dsdt + 2e.

|D(h)| < 3e.
Concluimos entao que

D(h) - 0seh—0d



17. Seja ) um aberto conexo tal que 0 ¢ Q. Seja Q2* o simétrico de ) em relagao a
circunferéncia S*. Isto é,

O = {2*: 2 € Q}, com z* o simétrico de z em relagdo a S*.

1
Q*:{z*:::ZEQ}.
Z

(a) Mostre que

Mostre que f* é holomorfa.

(c) Suponha que Q) é simétrico em relagao a S*. Isto é, Q* = Q. Suponha que
f é holomorfa em ) e que f(z) € R, para todo z € QN S* # (). Mostre que

f =7

(d) Enuncie e prove uma versao do Principio da Reflexdo de Schwarz (visto na
aula) em que a reta real é substituida por S*.

Solucgao.
(a) 1* Prova de (a).
Consideremos os pontos 1,7 e —1 que determinam S*. Por definicao temos
(2%, 1,4, 1] = [z, 1,4, —1].

Isto é,

(z—i)(1+1) [(z—4)(1+1)
(zx+1)(1—1) (z+1)(1—14) |
Donde segue
Z'—=)E+ 1)1+ =E"+1)(Z+0)(1—1)
e entao
(z"—=)Z+1)2i=(2"+1)(z+1)2.
Logo, cancelando “2” e desenvolvendo,
(2" Z+2"—iz—i)=2"Z+i2"+Z+1
e entao
122+ 1=2"Z+1.
Assim, encontramos
(1—-d)zZ2=1—1.

Por fim, cancelando 1 — i obtemos

0 que mostra que

Fim da 1* prova de (a).



22 Prova de (a). Baseada na solugdo de Marcelo K. Inagaki.

Lema. Sejam (5, (3 e (4 distintos em C, e (; arbitrario em C,,. Entao,

[Cl) C27 §37 §4} = [av @a @a C4]

Verificagao.

Seja S a aplicacao de Mobius mapeando (s, (3, (4 ordenadamente em 1,0, 0o
Por defini¢ao, existem a,b, ¢, e d em C (com ad — be # 0) tais que

aC +0b
S(C) = 1 d para todo ¢ € C.

Entao, a aplicacao de Mobius

a+b

S*(¢) = iLC +_, onde ¢ € C,
cz+d

satisfaz

57(€)

S(¢) e mapeia (s, (3,4 em 1,0, 00 ordenadamente.

Por esta tultima identidade e a definicao de produto cruzado, segue

(€1, Ca, G35 Ca = S(G1) = S*(C1) =[G, G, 3, Gl
A seguir, utilizamos a propriedade

[C1s G20 G3, Ca] = [0(C1), (C2), 0(C3), (Ca)], para toda aplicagao de Mobius ¢.

Também utilizamos que a inversao Inv(z) é uma aplicagdo de Mdbius, onde

Inv(z) = — para cada z € C,.
z

Consideremos os pontos 1,7 e —1, os quais determinam a circunferéncia S*.

Entao, utilizando que z* e z sdo simétrico em relacao a S', o Lema acima, a
aplicacao Inv(z) e a propriedade enunciada e destacada acima encontramos

(2%, 1,4, —1] = [z, 1,4, —1]

Logo, se T' é a aplicagao de M6bius mapeando 1,7, —1 em 1,0, 0o, em ordem,

temos )
T(z)=T <:) e (T é bijetora) z*
Z

Q*:{i:zeﬂ}.
Z

Fim da 22 (e ultima) prova de (a).

1
=

Isto mostra que



(b) 1 Prova de (b).

Analisemos o limite, para h — 0, de

peen et (E) -0
h

Analisando o limite do conjugado para h — 0 obtemos

Fleth)— f*(z)] ] (&) -7

h

Isto mostra que f* é derivavel e

(7)) =~ (f _()) o, ainda, ()(=") = ~2F(2).
Fim da 1* prova de (b).

22 Prova de (b). Solugdo de Marcelo K. Inagaki.

Notemos que a fun¢ao inversao Inv : C\ {0} — C\ {0}, dada por

Inv(z) = (%) , onde z € C\ {0},

é holomorfa (e bijetora).

Sabidamente, a fun¢ao definida no aberto {Z : z € Q} e dada por

9(¢) = f(C), paratodo ¢ € {Z: 2 €Q},

é holomorfa.

Pelo item (a) temos que

Inv(Q*):{Z—l*:zeQ}:{z:zeQ}.

Seja z* arbitrario em 2*. Pelas defini¢oes e por (a), temos

e =1(2) =0 (%) = o

Donde segue f*

(g o Inv) e portanto f* é holomorfa.
Fim da 22 prova de (b).



(c) Por hipétese, Q2* = Q e f é holomorfa. Pelo item (b) segue que

f*:Q — C é holomorfa.

Seja w € QN S'. Entao, 1 = |w|* = ww. Pelo item (a) encontramos

. 1
W = —.
w
Logo, se w € S! entao temos
. 1
W == =W.
w
Donde segue,
. 1 —
P =1 (z) =76

Por hipétese temos que f(w) é um real. Logo,
f*(w) = f(w) = f(w), paratodow € QN S' [que é ndo vaziol.

Entao, f* e f concidem em um conjunto com ponto de acumulagao em seu

dominio comum, o abeto conexo 2. Pelo principio de identidade concluimos

que
f*(2) = f(2), paratodo z € Q.

Vide préxima pagina



(d) Um Principio da Reflexdo de Schwarz. Seja Q) um aberto conexo tal que
0 ¢ Q2. Suponhamos S* C Q e que Q é simétrico em relacao ao S*. Sejam

O"={z€Q: |2|>1} e QO ={2€Q: |2| <1}

Seja f uma funcao continua em Q% U S', holomorfa em Q" e assumindo
valores reais em S'. Entao,

f(z), sez€ QT US!
F(z) =
f(%), sez € Q- USH

é uma extensao holomorfa de f ao aberto ). Tal extensao é tinica.

Prova.
o Sez€ S entao z =1/z e f(1/Z) = f(z) é real. Logo, F' ¢é bem posta.
Como f é holomorfa em Q7 por (b) segue que F' é holomorfa em Q.

A funcao F é continua. Vejamos. Consideremos um ponto w € S! e
uma sequéncia ((,) C Q~ tal que {, — w. Entao,

1 1

— — = = W.

G W

Desta forma, devido & continuidade de f em QF U S* deduzimos que

/ (%) 1)

Por hipétese, f(w) é real. Assim, concluimos que

F(%)Z@%Wzﬂw):ﬂw)-

n

o A seguir, seja ¢ uma transformagao de Mdobius tal que
¢o(R) = S', com t — (t) orientada no sentido horario.

Com tal escolha de orientagao, temos

gp(HJr ={z:Im(z) > 0}> ={z:]z] > 1},

go(H_ ={z:Im(z) < 0}) ={z:]z] < 1}.

Pelo exercicio 6(d) Lista 9, a aplicagdo ¢ mapeia (pontos) simétricos
em relacao a R em simétricos em relacao ao S1. J4 ¢! faz o inverso.
O aberto ¢~ 1(§) é conexo e simétrico em relacao ao eixo real e o contém.
A composigao

Foyp:0—C, onde O = ¢ (),

¢ continua, holomorfa em O \ R e satisfaz (F o ¢)(R) C R.
Pelo principio da reflexdo de Schwarz visto em aula [Teorema 10.21]
segue que F o ¢ é holomorfa em ¢~1(2). Logo, F ¢ holomorfa em ) &



18. (a) Existe ou nao uma sequéncia de polinémios que converge uniformemente
em D(0;1) para g(z) = Z ? Justifique a sua resposta.

(b) Seja f : D(0;1) — C continua, com f holomorfa na bola B(0;1). Mostre
que existe uma sequéncia de polinomios que converge uniformemente no
disco D(0; 1) para f.

Solugao (integration-free).

(a) A resposta é ndo. Justifiquemos.

Suponhamos que exista uma sequéncia de polinomios (p,) tal que p, — ¢
uniformementente em D(0;1). Obviamente, os polindémios estao em

A(B(0;1)) nC(D(0;1)),

com B(0;1) um aberto limitado. Por corolario do teorema da convergéncia
de Weierstrass, g(z) = z é analitica e derivdvel em B(0;1). Contradigao!

(b) Solugdo de Arcelino B. L. do Nascimento.

Como f é uniformemente continua em D(0; 1), dado € > 0 existe § > 0, que
escrevemos como 6 = 1 — 7 com 7 € (0, 1), satisfazendo

(18.1) |f(2)—f(w)| < e, para todos z,w em D(0; 1) tais que [z—w| < 1—7.
Em particular, temos
(18.2) |z —rz| =|z||1 —r| <1 —r para todo z em D(0;1).
Sabemos que a série de Taylor para f e na origem,

f(z) = Zanz", onde z € B(0;1),

converge uniformente em D(0;r) C B(0;1). Logo, para algum N > 1 temos

(18.3) <'e, para todo z € D(0;1).

Z an(rz)" — f(rz)

Seja
N
Pn(z) = Zanz”, onde z € C.

n=0

Por (18.3), (18.2) e (18.1), valem as desigualdades
|Pr(rz) = f(2)] < |Pn(rz) = f(r2)[ +|f(rz) = f(2)| e +e Vz e D(0;1).

Definamos o polinémio

N

P(¢) =) a,r"¢", onde ¢ € C.

n=0

Temos P(z) = Py(rz). Pelas tltimas desigualdades segue

|P(2) — f(2)| <2, paratodoze D(;1)é



19. Seja f holomorfa em B(a; R), onde R > 0, com desenvolvimento ) ¢,(z — a)™.
Dado r tal que 0 < r < R, mostre que

1 21

|f(a+ re®)|?dd = Z o

27 Jo

Solucgao.

Fixado r tal que 0 < r < R, sabidamente temos

fla+re?) = Z c,r"e™ para todo 6 € [0,27], com convergéncia uniforme.

n

Donde segue

fla+re?) = Zar”e’me, para todo 0 € [0,27], com convergéncia uniforme.
n

E entdo, multiplicando pela funcdo continua e limitada f(a + re®) em [0, 27],

|fla+re®)? = Z fla+re?)erme ™ com convergéncia uniforme em [0, 2r].
n

Logo, podemos integrar termo a termo e obtemos

2T 27
/ |f(a+re|2do = Z / fla+re®)erme m0dp
0 —Jo

2
— E : <§ / Cmrmezmaqrnezn9d0>
n m Y0

= Z || 22



20. Seja f : Q@ — O um bi-holomorfismo, denotado por w = f(z), com inversa
' : O — Q denotada por z = f~'(w). Consideremos um disco compacto
D = D(a;r) C Q, comr > 0, e a bola aberta B = B(a;r).

" : f(B) — B é dada pela formula
B

Mostre que a aplicacao f=1

fH(w) = 1 fe) dC, onde w € f(B).

2mi Jop f(C) —

Solucao.

Como f é inversivel, ja sabemos que f’ nao se anula. Ainda, f’ é continua.

Fixemos w em f(B) e z = f~'(w) em B. Logo, f(z) = w. Notemos que
(O (C=2)

¢f'(€) TFO-w ©(C)
(20-1) s T 0™ = Joy ez “T =%
onde PO —2)

@(C)Zm—_wy se ¢ # z.

A fungao ¢ é claramente holomorfa em B\ {z}. Ainda, ¢ satisfaz

. Q) 2SR
%1_}12 ‘P(C) = %‘1—{% f(gg:f(z) = f'(z) =

Definindo p(z) = z, vemos que ¢ é continua em B e holomorfa em B\ {z}. Pela
formula integral de Cauchy, sé nos falta mostrar que ¢ é holomorfa no ponto z.
Pois, tendo provado este fato, a integral em (20.1) vale

2mip(2) = 2miz = 2mif~H(w).

o A funcdo ¢ é holomorfa no ponto ( = z.
Verificagdo. Pelo teorema de Morera, basta mostrar que a integral de ¢
em OA para cada triangulo fechado e convexo A contido em B é zero.
Analisemos os possiveis casos.

((I) A degenerado. Isto é, os vértices de A estao alinhados. E claro que

f=o.

0A

A seguir, A é nao degenerado e os triangulos tem orientagao anti-horaria.
(II) z ¢ A. Como f é holomorfa em B\ {z} e A estd contido em B\ {z},
pelo teorema de Cauchy-Goursat a integral de f em 0A é zero.

(III) z um vértice de A. Seja {z,b,c} o conjunto de vértices de IA. Sejam
by e ¢1 os respectivos pontos médios dos lados [z, 0] e [z, ¢]. Divida A em
um triangulo A; de vértices {z, b1, ¢} e um quadrildtero () de vértices
{b1,b,¢,c1}. Divida @ em dois sub-triangulos. Pelo caso (II) temos

/Mfz/%lﬂ/mf [ o= g



Iterando construimos uma sequéncia decrescente (A,,) tal que
( oo

M An = {z},

n=1

L(aa)
2n Y

L(0A,) = comprimento de dA,, =

[ f= [ f, paratodon > 1.
[ 9A oA,

Como f é continua no ponto z, pela estimativa M-L temos

lim f =0 [cheque] e entao f=0.
o0 Jany, A

(IV) z € int(A). Seja A de vértices {b,c,d}, e os sub-triangulos Ay, Ay e
Aj de vértices {z, ¢, d}, {b, z,d} e {b,c, 2z}, respectivamente. Por (III),

/Af—/A1f+/A2f+ A3]‘-’:0+0+0:0.

(V) z no lado [b,c| e A de vértices {b,c,d}. Dividimos A nos triangulos:
Ay de vértices {b, z,d} e Ay de vértices {c, z,d} e aplicamos (IIT) &



