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Lista 12 de Exercicios

Resolva os exercicios com uma redacao clara e nao sobrecarregada em simbologia.

1. Dado um conjunto X cC e f: X — C, dizemos que f é analitica em X se existe um
aberto contendo X no qual f é analitica. Prove o resultado abaixo.

[Proposi¢io Anti-Célculo (P. Erdés)]: Seja f: D(0; R) - C nao constante e
analitica. Seja «, com |a| = R, um ponto de médximo ou de minimo de |f|.
(a) Se |a| é ponto de médximo entao f'(«) # 0.

(b) Se o é ponto de minimo entao f(a) =0 ou f'(«) # 0.

Figura 1: Proposicao Anti-Céalculo

2. Seja z = x +1y. Consideremos as fungoes trigonométricas hiperbdlicas
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(a) Expresse coshz e sinhz em termos de cos(iz) e sin(iz).

(b) Analogamente as funcoes trigonométricas usuais, derive férmulas aditivas para
cosh(2z) e sinh(2z).

(c) Mostre que

cosh 2y + cos2x
(c1) |cosz|? = sinh®y + cos?z = cosh® y — sin® z = y2 .

(c2) |sinz[? = sinh®y + sin® = = cosh® y — cos?z = cosh 2y2— cos2




. Mostre que para quaisquer z € C e n e N* |

(1+%)n=1+z+i(1_1)...(1_u)z_j
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e dai que vale o limite (com convergéncia uniforme sobre os compactos)
n
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. Mostre que
sinx
dx = oo.
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. Utilizando um contorno de formato “buraco de fechadura” (esboce o contorno em
cada caso) e um ramo da funcao logaritmo log(z), mostre que
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(a) —/(; (1+x)2dx_(1+x)2’ -l<a<l.

(b) foo T dr i O<a<l1.
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(a) Seja f e H(C) tal que |f(z)] = oo se |z| = co. Mostre que f é um polindémio.

T

. Calcule

(b) Seja f meromorfa na esfera complexa. Mostre que f é racional.

. As tnicas singularidades de uma func¢ao holomorfa f ocorrem no polo simples z = -1
e no polo duplo z =2, com residuos 1 e 2 respectivamente.

Sabendo ainda que
7 5
== 1) =2
FO)=7 e fM)=5,

determine a fungao f e desenvolva-a em série de Laurent na coroa

1<z <2.

. Transformada de Fourier. Mostre que

+00 .
(a) e = f e ™ e 2 Iy para todo & € R.

o0

+00 .
(b) e ™ = f e ™ 2 gy para todo & € C.
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Obs. Por (b), a transformada de Fourier de f(z) = e é

f(&)=em.



10. Seja f meromorfa na esfera complexa e satisfazendo as condicoes

(a) f(0)=0, f(-1)=2e f(3) =3
(b) f tem um polo simples em z =1 com residuo 1.

(¢) f tem um polo triplo em z =2 com residuo 2.

Determine f e calcule seu desenvolvimento de Laurent na coroa

{z:1<|z]<2}.

11. (Representacao). Seja f holomorfa em B(0;p). Suponhamos 0 <r < R < p.

(a) Seja z € B(0; R). Mostre que
1 2 ” Re? + z
= — ! — | db.
/() 27 ./0 J(Re)Re (Rel‘) - z)

(b) Mostre que

R Re? +r R? -2

e A = :
Re® —r ) R?—-2Rrcosf + 12

Sugestdes (independentes).

3t Vide Capitulo 10, secao 10.8.
1t Use a formula integral de Cauchy nos pontos z e z*, onde z* é o simétrico
de z em relagao a circunferéncia S(0; R).

12. (O reverso do teorema de Runge). Seja K um compacto cujo complementar
nao é conexo. Mostre que existe uma funcao f holomorfa em uma vizinhanga de K
cuja restri¢ao f|x nao pode ser aproximada uniformemente por polinoémios.

Dica. %t Considere um ponto zy em uma componente limitada de K¢, e a fungao

f(z) = ——

2-2p

Se f|x é aproximavel por polinémios, mostre que existe um polinémio p tal que

|(z - 20)p(2) - 1| <1

Utilize o principio do médulo maximo para mostrar que tal desigualdade continua a
valer para todo z na componente (conexa maximal) de K¢ que contém o ponto z.

13. (a) Determine a forma geral de uma fungao analitica em C* = C\ {0} que tenha
um polo de ordem n em z =0 e um polo de ordem m no infinito.

(b) Determine os residuos da funcao

f(z) = (2:'2_;21)2 cos (%)

nos pontos z = 2, no ponto oo e em z = 0.



14. Explicite os desenvolvimentos em séries de Laurent de

1
J(z)= (z+2)(z+3)
nas regioes (esboce as regioes)
(a) |z|<2 (b) 2<|z<3 (¢) |z+2|>1
(d) |2|>3 (e) 0<|z+2|<1 (f) 0<]z+3|<1.

15. Seja f(z,t) definida em Qx[0, 1], onde € é um aberto em C. Suponha que f satisfaz

(1) f(z,t) é holomorfa na varidvel z, para cada t em [0,1].

(2) f é continua em Q x [0,1].

Considere entao as somas de Riemann

Verifique que

(a) s, é holomorfa em €.

(b) s, converge uniformemente a

F(z) = fo eyt

em cada disco compacto D c ).
Dica. Particione [0,1] em n sub-intervalos de medida 1/n e entao estime

[sn(2) = F(2)];

utilizando a continuidade uniforme de f(z,t) no compacto D x [0, 1].

(c¢) Conclua que F' é holomorfa em €.



