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* Limite (defini¢ao). Sejam F : [a,b] — R™, um vetor L € R, e ¢ € [a, b].
Dizemos que F(t) tende a L quando t tende a tg, se para todo € > 0, existir
d > 0 tal que: para todo t € [a, b] temos
O<|t—to|<e = |F(t)—L|<e.

[Isto é, para todo t € (ty — €,tp + €), com t # ty, temos |F(t) — L| < €]
Nomenclatura e notagao. Dizemos que F' é uma funcao a varias varidveis

reais e indicamos o limite por

lim F(t) = L.

t—to

Teorema. Sejam F' : [a,b] — R", um ponto ty € [a,b] e um vetor L € R".
Entao temos
lim F(t) = L <= lim ||F(t) — L|| = 0.

t—to

t—to

Teorema. Consideremos uma fungao F' = (Fy, Fy, ..., F,) : [a,b] — R™, um
vetor L = (Ly, Lo, ..., L,) € R" e um ponto ty € [a,b]. Entao temos

limt_m) Fl (t) = Ll,

lim F(t) = L < :

t—to

limt_m) Fn(t) = Ln

Prova (ideia central). Vide figura, com duas hipotenusas. Cada cateto mede
menos que a hipotenusa e esta menos que a soma das medidas dos catetos.

A
Y

h=va?+y?+2

Figura 1: Hipotenusa e catetos: max{z,y,z} <h<x+y+z



Produto escalar e limites. [Exemplo 3, Guidorizzi, Vol 2., 5* ed., p. 126]
Sejam 7 la,b] - R" e G [a,b] — R™ duas fungoes vetoriais. Em coordenadas,

F=(F,....F)ed=(G....Gn).
Suponhamos que

lim F(t) = @ = (an,...,an) ¢ lim G(t) = b = (b,...,bn).

t—to t—to
Mostre que

lim F () G(t)=a - b.

t—to

Continuidade. Dizemos que F : [a,b] — R™ é continua em t; € [a, b] se e s6 se

lim F(t) = F(ty).

t—to

. [Exercicios 7.4 — 1(c), Guidorizzi, Vol 2., 5* ed.]

Calcule 5 g
t° —8— cost — —
. — . B t E
11_1}217(15), onde r(t)—t2_4z +t—2] +2t k.

. [Exercicios 7.4 - 3, Guidorizzi, Vol 2., 5* ed.]
Determine o conjunto dos pontos de continuidade. Justifique a resposta.
— - .7
a) F(t)y=t7 +vi] +3E.

b) F()=vI—T17 +ViT1 ] +ek.

. [Exercicios 7.4 - 4, Guidorizzi, Vol 2., 5* ed.]

Consideremos a fungao f : [a,b] — R e as fungdes vetoriais ?, - [a,b] — R".
Suponhamos que as trés fungoes sdo continuas no ponto ty € [a,b]. Prove que

F+C, fF e F. @

sao continuas no ponto tg.

Se n = 3, mostre que também ? X 8 ¢é continua em t.



Derivada (defini¢ao). Consideremos F': [a,b] — R™ e um ponto t; € [a, b].
A derivada de I’ em t; é

dF, . F(t)— F(t)
g7 (o) = Jim t—ty

se tal limite existir. [Nas extremidades a e b, a derivada é a derivada lateral.

Nomenclatura e notagao. Se F' admite derivada em t,, dizemos que F' é
derivavel ou diferenciavel em tqy. Dizemos que F' derivavel ou diferenciavel, se o
for em cada ponto de seu dominio. Escrevemos também

dr

E(to) - F/(t())

Teorema. Sejam F = (F1, Fy, ..., F,) : [a,b] - R™ e um ponto ¢, € |[a,b].
Entao, F' é derivavel em %, se e s6 suas componentes o sao. Neste caso, temos

F'(to) = (Fi(to), F5(to), - -, F(to)) -

Prova. Segue do teorema ja enunciado sobre limites (a existéncia do limite, e
respectivo valor, sdo verificiveis componente a componente).

Vetor Tangente e Reta Tangente. Seja I : [a,b] — R™ derivavel em ty, com

dF —

%(to) # 0.

Dizemos que %(to) é um vetor tangente a trajetoria da curva F', no ponto F'(ty).
A reta
dF

X = Flto) + A= (t), AR,

é a reta tangente a trajetéria de F' no ponto F(t).

Derivagao e produto escalar, produto interno, e produto vetorial. Con-
sideremos F', G : [a,b] = R" e f : [a,b] — R, as trés derivaveis. Entao,

f.?, ?8 e, sen =3, ?xa

sao derivaveis. Ainda mais, valem as regras operatérias

o) L(fF)=LF 1+ fif
b)LF.G)=£.¢ + F. <
c)%(?xa):%xa + ?x%.



Integral (defini¢ao). Consideremos uma fungao vetorial . la,b] - R™, uma

particao P :a =ty < t; <ty <---<t, =beuma escolha & = {cy,¢a,...,¢n}
arbitraria, dita subordinada a particao P, e satisfazendo ¢; € [t;_1,t;] para cada
i=1,2,...,n. Escrevemos At; =t; —t,_1, paracada ¢ =1,...,n. A norma da

partigdo P é dada pelo nimero |P| = max{At, Ato, ..., At,}.
A integral de ? ¢ definida por

/b ?(t)dt = lim Zn: ?(Ci)Ath

|P|—0
se tal limite existir, independentemente da escolha £ subordinada a particao P.

Teorema. Sejam F' = (Fy, Fy, ..., F,) : [a,b] — R™. Entao, F é integravel em
[a, b] se e s6 se cada componente de F' é integravel em [a, b]. Neste caso, temos

/ab?(t)dtz (/abFl(t)dt,/abFz(t)dt,...,/;Fn(t)dt),

Comprimento de Curva (definigao). Seja v : [a,b] — R” uma curva com
derivada continua em todo ponto. O comprimento de v é o niimero

b
Lo)= [ v @l

. [Exercicios 7.5 - 1, Guidorizzi, Vol 2., 5* ed.]
dF | &F

Calcule as derivadas %~ e %z

a) F(t) = (32, e, In(t2 + 1)).

%
b) ?(t) = 3t27+cost27+3t k.
%
¢) ?(t) — sin5t 7 + cos 4t 7 —e 2 k.
. [Exercicios 7.5 - 2, Guidorizzi, Vol 2., 5* ed.]

Determine a equagao da reta tangente a trajetéria da funcao, no ponto dado.
a) F(t) = (cost,sin t,t) e F () b) G(t) = (12,t) e G(1)

c) F(t) = (1,1,1%) e F(2) d) F(t) = (t,12,t,t?) e F(1)

t)t?



6. [Exercicios 7.5 - 9, Guidorizzi, Vol 2., 5% ed.]
Suponha || 7 (t)|| # 0 para todo t. Faca

(1)
v(t)

T(t) = 2 onde o(t) = [T (@)]].

Prove que

(a) T e % sao ortogonais.

— T v
(b) @ =vil + T

7. [Exercicios 7.6 - 1, Guidorizzi, Vol 2., 5* ed.]
Calcule.
a) [Nt T +e 7 )dt
-
J

b) f_ll [sin 3t 7 +L;

%
e g+ K| dt

¢) [37 +27 + K)dt

8. [Exercicios 7.7 - 1, Guidorizzi, Vol 2., 5* ed.]

Calcule o comprimento da curva dada.
a) y(t) = (tcost, tsint), t € [0, 27]
b) v(t) = (2t — 1,t+ 1), t € [1,2]
c) y(t) = (cost,sint,e”"), t € [0, 7]
d) v(t) = (e“tcost, e tsint,et), t € [0,1]
e) v(t) = (t,Int), t € [1, €]

f) v(t) = (1 — cost,t —sint), t € [0, 7]

&) 7(t) = (t.4(e +e) t e [-1,0]



