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1. Determine a solucdo geral (e real) x = z(t) de
W — 52" + 132" — 192" + 10z = t?e'cos2t.
Solucgao.
¢ O polinomio caracteristico é
pA) = A =BX 1302 —19A +10 = (A — 1)(A = 2)(A\2 — 2A + 5)
=A=1)A=2)(A—1—=20)(A— 1+ 24).
¢ A solucao da homogénea associada é
z, = cret + e + cgelcost + cqel sint.

o Temos efcos2t = Rele'*2V*]. Procuremos uma solu¢ao particular complexa
na forma z(t) = Q(t)e", onde v = 1 + 2i. Entao, Q deve satisfazer

p””(’}/) 1 p/”<7> " p/,(7> " p,(V) / p(”)/) 2
T 3! T A 1!Q+0!Q_t'
Temos
p(y) =0
() =49 — 1579% + 26 — 19 v=1+2i
p'(y) = 129* — 307 + 26 e { V¥ =-3+4i
p"(v) =24y - 30 = (14 2i)(—=3 +4i) = —11 — 2i.
p////<,.>/> — 24
Seguem
p'(v) =8 —16i
P'(7) = —40 — 124
p"(v) = —6 + 48i

Entao, () deve satisfazer
Q" 4+ (—1+8))Q" — (20 + 61)Q" + (8 — 161)Q" = t*.
Logo, Q' tem a forma
2 t2

8—16i+2t+w:E(1+2i)+2t+w’ onde z € Cew € C.

Q'(t) =



o Substituindo esta ultima equagao na pentltima (note que Q" =
2

8 — 162

—(20-+67) <8 _2162,75 + z) +(8-16i) (

(—1+-8i) 2
Y8 " 16i

0) obtemos

+zt+w) =12,

Os termos em t2? se cancelam. Identificando os termos em ¢ obtemos

(20 + 6i)2 .
T + (8 —16i)z2 =0

Identificando os termos independentes obtemos

(—1 + 8i) — (20 + 6i)z + (8 — 16i)w = 0.

8 — 162
¢ Calculo de z. Temos

2(20 4+ 6i) 10+ 3i 10+3i (10 4 3i)(—3 + 4i)

T (8 —161)2  (4—8i)2 —48 —64i (16)25

¢ Célculo de w. Temos

8§ —16¢)w = (20+62)z — (—1 + & .
( w=(20+6i)z — (=1 + Z>8—16i

Logo,
1

8 — 160

(4 —8i)w = (10 + 3i)z + (1 — &)
Moultiplicando por 8 — 167 = 8(1 — 2i) segue
4(1 — 20)8(1 — 2i)w = (10 + 3)8(1 — 2i)z + 1 — 8

=8(16 — 17i)z + 1 — 8i
(16 — 174)(—42 + 314)

=38 400 +1—-82
—145 412102 .
= +1-8i
294 242
B 0
Logo, '
32(—3 —4i)w = —29 2 e entao
10
1 (=294 242i)(—3+4i)  —881 — 842
Y7 520 25 ~ 8000
o Segue

t2 (—42 4 314)t  —881 — 842;

/
t) =
@) 8 — 167 + 400 + 8000
¢ Escolhamos
t3 (—42 4 314)t* (881 + 842i)t
t) = —
Q) 24 — 481 + 800 8000

—42 + 311
400



¢ A solucao complexa é

t3 —42 4 314)t? 881 + 8421:)t
2(t) = -+ ( + 3Lt (881 + 842)) e’ (cos2t + i sin 2t).
24 — 48 800 8000

¢ A solucao particular procurada
B3(1+2i) (=424 310)t2 (881 + 842i)t .
Tpart(t) = Re { [ 120 + 200 - 2000 e'(cos2t + i sin 2t)

42t 881t , 263 31¢* 842t , .
= ————-———¢€cos2t— | — + — — —— | e'sin 2¢.
120 800 8000 120 800 8000




2. Resolva a equacao de Bernoulli

sy _

2
xdx

y(y* + 327).

Solucgao.

¢ A funcao nula y = 0, em um intervalo qualquer, é uma solugao.

¢ Suponhamos y # 0. Temos

yl 31,2

3Y _
Sejam
1 , 2y
v:? e v :—?.
Segue

—230" = 32%0 + 1.

Encontramos entao

2?0 + 320 = —1.
Isto é,
(%) = —1.
Logo,
1 C
3, _ _
v=—x+C ev(:p)——?—kﬁ.

¢ Retornando a y encontramos

1 —x+C
R
Logo,
3
=



3. Encontre as solugoes maximais da equagao
(z+3y) —ay =0.
Solucgao.

o Temos xy" — 3y = x. Em cada semi-eixo (—o00,0) e (0, +00) temos

r, 3 1
P
Donde segue
1\ 1
) =
Obtemos entao . |
—y=——+C, CeR.
=ld 22 T
Asim, em cada semi-eixo aberto temos
y(r) = O2® — %

Esta solugao estd definida em z = 0 e y(0) = 0. Na origem a derivada é
—1/2, qualquer que seja C.
A solugao geral é entao

Az? — 5, sex <0

y(r) =
Bax* — %, sex > 0.
¢ Todas as solugoes passam pela origem. Assim, nao existe solugao para uma

condigao inicial (zg,yo) = (0,yo) com yy # 0.
Dada uma condicao inicial (xg,yo) fora do eixo Oy (isto é, xy # 0), temos
infinitas solucdes para a edo e cada solucao estd definida em toda a retade



4. Sejam @ = [a — d,a + 0] X [b— J,b+ ] um quadrado centrado em (a,b) e uma
fungao G : Q@ — R, com G = G(u,v). Mostre que é possivel reduzir o PVI

a um PVI da forma

y(0) =0,

onde F = F(z,y) é uma func¢ao definida no quadrado [—1,+1] x [—1, +1].

@ {0 = Fee.

Solucao.

Seja G : [a—0d,a+ 0] x [b—0,b+ 0], com § > 0, continua e % também continua.
Consideremos o problema com valor inicial

v'(u) = Gu, v(u))
(4) { v(a) =b.

Definamos entao a funcao
F(z,y) = Gla+ dx,b+ dy), com (z,y) € [-1,1] x [-1,1],
e consideremos o problema com valor inicial

() = F(z, y(x))
(5) { ) =0
Mostremos que

v(a+dx) —b

5 é solugao de (5).

v =v(u) é solugao de (4) se e s6 se y(x) =
o Se v(u) é solugao de (4), entao y(0) =0 e
y'(z) =v'(a+ dz) = G(a + dz,v(a + dx))
=G(a+dz,b+v(a+ dx) —b)
=G(a+0x,b+ dy(x))
= F(z,y(z)).
o Se y = y(x) é solugao de (5), entao




