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LISTA 4 DE EXERCICIOS

1. Sejam I c R um intervalo nao-degenerado, uma funcao g : I - R continua
e F': I xR" > R dada por F(t,z) = g(t)|x|. Mostre que para todo ponto

(to,z0) € I x R existe uma tnica solugao ¢ : I - R do problema de Cauchy

x' = F(t,x) com x(ty) = xo.

2. Seja F: R xR - R dada por F(z,y) = 2y/|y|-

(1) Encontre o conjunto das solugbes maximais da equagao y’' = F'(z,y).
(2) Para a equagao em (1), vale a propriedade da unicidade de solugoes?

Caso a sua resposta seja negativa, isto contraria o teorema de Picard?

3. Seja F': R xR™ de classe C'! e suponha que ¢ : I - R” seja solucao de

x' = F(t,z),
(1)
l’(to) =2p.
E possivel que existam ¢ # T satisfazendo: ¢(t) = ¢(T) e {¢'(t),¢'(T)} LI?

Em caso afirmativo, isto contraria a unicidade de solugoes dada pelo TEU?

?’J(f]) -,:‘r(t[l)

Dica. Note que 4(tsint) =tcost +sint e 4(¢2sint) = t2cost + 2¢sint. Seja

¢ : R - R solugao de (1) passando por (0,0). Avalie ¢ e ¢/, em 7 e 27.



4. Seja F': R™ - R™ de classe C' e suponha que ¢ : I - R” seja solucao de
x' = F(x),
x(to) = xo.

E possivel que existam ¢ = T tais que (i) ¢(t) = ¢(T) e (i) ¢'(t) # ¢/ (T)?

Compare com a questao anterior.

5. Sejam F': R - R e G :R - R continuas, com F' de Lipschitz. Mostre que

vale a propriedade da unicidade de solugoes para o problema
x' = F(x),

y' =G(x)y,
(z(to), y(t0)) = (0, 90).

Il

6. Sejam um aberto {2 c RxR” e uma fungao F': {2 - R" continua e localmente
Lipschitz na segunda varidvel. Seja ¢ : (w_,w,) - R™ uma solu¢ao maximal

de 2’ = F(t,z). Mostre as afirmacoes abaixo.

(1) Nao é verdade, em geral, que existam

lim 6(1) ou Jim (1),

t—w4

mesmo que w, sejam finitos. Apresente um exemplo.
Dica: 4(sinl/t) = _%21/15‘

(2) Se F' é limitada e w, € R, mostre que

existe x, = tlim o(t) e (wy,xy) € 0N

Analogamente para w_, se w_ € R.
7. Seja F': R x R® - R” continua e localmente Lipschitz na segunda variavel.
Suponha F' limitada. Entao, toda solugao maximal de 2’ = F(¢,x) é global.

Dica. Questao anterior.



8. Sejam um campo vetorial X = (Xq,...,X,) : R* - R” de classe C' e uma

funcao V : R® - R diferencidvel satisfazendo

> gV (2)X;(2) <0 e V()2 |z)*, para todo z € R".
£y

1=1

Mostre que toda solu¢do maximal x : (w_,w,) > R", de 2/ = X (), é global.

Solucao.
o Consideremos a funcao F : R x R**! - R” dada por
F(t,x) = X(z).
Dado xq € R™, consideremos o problema com valor incial

o/ (t) = F(t,z(t)) = X (z(t))
{ z(ty) = xo.
Seja (w_,w,) o intervalo aberto maximal desta solucao.
¢ No teorema solucao maximal vimos a notacao e o resultado

t/ 7wy

(t,x(t)) — 00 [aqui, Q=R xR"].

Isto é, o grafico (t,z(t)) “escapa de qualquer compacto” de R x R™.

A . t/w. . .
Donde, no caso w, real, a convergéncia “(t,z(t)) — 9" implica
) ) b

x(t) é ilimitado se t 7 w,.

o Para provar w, = +o0, basta verificar que z = x(t) é limitada se t 7 w,.

Verifiquemos entao. Seja

Sejam f(t) = V(2(t)) e (-,-) o produto interno em R, Por hipétese,
F @) =(vv(z@t)),2’(t)) = (vV(x(t)),X(z(t))) <0.
Logo, f é decrescente e para todo t > t, temos
e ()P <V (2(8)) = f(t) < f(to) =V (20).

Donde = = z(t) é limitada em (t,w,) e portanto w, = +oo.

Analogamente tem-se w_ = —co#
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9.

10.

11.

(Resultado utilizado na prova da Dependéncia Continua, Se¢ao 1.2.)

Seja F': Q - R, onde Q c R? é um aberto, com F' = F'(z,y) e %—5 continuas.

Seja K compacto em 2. Mostre que existe uma constante M satisfazendo
|F(t,x) — F(t,y)| < M|z -vy|, se (t,x) € K e também (¢,y) € K.
[A constante independe dos pares.] Dica. Argumente por contradicao.

Desigualdade de Gronwall. Seja §: [0,7'] — [0, +o0) continua. Suponha

que existam constantes C'>0 e K >0 tais que
t
i(t)<C+ [ Ko(s)ds, para todo t € [0,T].
0

Mostre a desigualdade
§(t) < Cekt.

EDO linear de ordem n e escalar X Sistema linear de ordem 1.
Sejam b, ag, . ..,a,_1 fungoes reais e continuas definidas no intervalo aberto

I. Considere a EDO linear de ordem n (coeficientes nao constantes)
2™ 4 a, 4 ()2 + 4 ag(t)x = b(t) (2)

e a EDO linear de ordem 1 (um sistema)

X'=A(t)- X + B(t) (3)
onde:
0 1 0 0 0
0
A(t) = , B(t) =
0 0 0 - 1 0
| —ao(t) -ai(t) e =an (1) | b(t) |
Mostre que z = x(t) é solugao da edo escalar se e s6 se X = (z,2/,...,z(*"1)

é solucao do sistema. Ainda, toda solucao do sistema é dessa forma.



12. (Vide Lista 2 de exercicios.) Escreva cada uma das equagoes diferenciais
lineares (escalares) com coeficientes constantes abaixo na forma de um sis-

tema linear com coeficientes constantes no formato

X'=AX +B.

o)

D)x =x" -4z’ + 13z = te?! sin 3t.

(a)
b

(
(c
(

o)

D)z = 2" + 22" + 2x = e**senft, com «, [ € R.

)
)

o)

D 2" = 52" + 3z’ + 9z = ttedt.

X

d

o)
-]

)
)

o)

(e D)x =2 — Tz + 18z" — 202’ + 8z = 3.
(f)
(g)

o)

D)z =x® + 82" + 16x = t3sen2t.

(D)
(D)
(D)
(D)x = 2" — 2/ = 3¢
(D)
(D)
(D)

P(D)x =x0) + 22" + 2’ = 0.

13. Para cada uma das edo’s (escalares) na questao anterior considere a respec-
tiva edo (escalar) homogénea. Encontre entdao o que é pedido abaixo.
(1) Um conjunto LI de solugoes (da homogénea). Vide Lista 2 de exercicios.
(2) A respectiva matriz companheira A.

(3) A cada conjunto LI e ordenado de solugdes no item (1) encontre o
respectivo conjunto LI e ordenado de solugoes do respectivo sistema

linear homogéneo

X'=AX.

(4) A cada conjunto LI de solugdes solicitado em (3) escreva a respectiva

matriz de solugoes M = M (t) para o respectivo sistema linear

X'=AX.



