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Capitulo 10

INTEGRACAO COMPLEXA

10.1 - Integral sobre curvas
Sejam J = [a,b] em R e uma fungao f:J - C, com
f=u+iv, onde u=Re(f) e v=Im(f).
A integral definida de f é, se u e v sao integraveis,
b b b b
/ f(t)dt = / u(t)dt +1i / v(t)dt, também denotada / fdt.

Uma primitiva de f é toda funcao F': J — C tal que

F'(t) = f(t), para todo t € J.

Sejam f:J—>Ceg:J— Ce\uma constante em C. Se f e g sao integraveis,

entao é facil ver que f + g é integravel e

fab(f+>\g)dt:fabfdt+>\fabgdt.

Como sempre, €2 denota um aberto em C em todo o capitulo. Definimos

C(;C)={f:2->C, tal que f é continua}.
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Dadas f € C(;C) e v: [a,b] — Q2 de classe C*, a integral de f ao longo de v é

[1@iz= [ re@n @

Sejam f € C'(£2;C) e v uma curva C' por partes em {2, dada pela justaposi¢ao

¥ =7 V-V, com cada curva y; de classe C. A integral de f ao longo de v é
ff(z)dz = | f(z)dz+ -+ f f(2)dz.
Y 71 Tn
Considerando a curva reversa -, vale a identidade

L_ f(z)dz = —/;f(z)dz.

10.1 Lema. Seja ¢ :[a,b] > C continua. Entao,

‘fabcp(t)dt

< [Mlewlar

Prova.

Existe um numero real 6 tal que

b .
/ o(t) dt = e®

[ e

e portanto

b b
f o(t) dt’ = / e p(t)dt é um nimero real.

a

Logo,

]wa(ﬂ(ﬁ‘=~/w]Rerww(ﬂ]dts J[b‘Rekfww(w]‘dtgjcwatﬂdtQ

a a

Seja 7y : [a,b] = C de classe C''. O comprimento (“lenght”) de v é

)= [t

Se v =71 V-V, é uma justaposicao de curvas de classe C, definimos

L(v) = L(m) + -+ L(7m).
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10.2 Teorema (Estimativa M-L). Seja f : Q — C continua sobre v : J - €,
onde v é C' por partes, e M >0 satisfazendo

|f(v(¥))]| < M, para todo t em J.

|[7f(z)dz

Entao,
< ML(7).

Prova.

Suponhamos 7 de classe C'! [deixo caso geral ao leitor|. Mantida a notacao

J =[a,b], o Lema 10.1 garante

[

< [T1ray i< [ Rl mLe)s

10.3 Proposigao. Seja f:Q - C com derivada continua.

(A) Dada uma curva v : [a,b] - Q de classe Ct, temos
o) -16@) = [ D gy
(B) Dado um segmento linear de extremidades z € w e contido em ), temos
f(2)=f(w)=(z-w) / w+t (z- w)) [TVM (forma integral)].

Prova.

Pela regra da cadeia [vide 9.1], a derivada de f o existe e é continua.

(A) Pondo f=u+iv, segue foy=(uovy)+i(vo~y):[a,b] = C e entdo
b b b . , ,
[ enyat= [ worydivi [Tworydt= (wopiritvor)ls = (fol.
(B) Seja o(t) =w+t(z—-w), com 0<t<1. Por (A) e a regra da cadeia (9.1),

£(2) = f(w) = [(foa) (t)dt = (= - w)f (w+t(z—w))dt &
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10.2 - Continuidade e Derivacao sob o Sinal de Integracao

(integrais préprias e parametro complexo)

10.4 Teorema. Seja Q2 aberto em C e f:Qx[0,1] > C continua. Entao,
(A) A fungio ¢(z) = fol f(z,t)dt é continua em €.
(B) Se a fung¢ao g—ﬁ(z,t) ¢ continua [em 2 x[0,1]] entao ¢ € derivdvel e
(Regra de Leibniz para integrais)  ¢'(z) = [ (z,t)dt.
Prova. Fixemos z € Q, um r > 0 tal que K = D(z;7) x[0,1] cQ x[0,1] e > 0.

(A) Pel continuidade uniforme de f em K (e o Lema 10.1) existe § > 0 tal que
1
() + ()| < [ 1F(=t) = F(+hbldt <€ se o] <
0

(B) Para h em C, com 0 < |h| <7, temos

go(z+h})L—g0(z)_/Olg_i(z’t)dt:—/Ol[f(erh,t})L—f(Z,t) 8f( t)]

[aqui usamos o TVM forma integral Prop. 10.3(B)]

= fl[fl—(ersh t)ds—/(; —(z t)ds]
f f [—( s ht)——(z t)]dsdt

Pela continuidade uniforme de df/0z em K, existe n > 0 tal que o médulo

do ultimo integrando acima é menor que € para quaisquer 0 < t,s < 1 e

|h| <. Segue entdo, pelo Lema 10.1,

EEIEECRY LTI

Portanto ¢ é holomorfa e vale a férmula anunciada#

<e se 0<|hl<n.

E instrutivo provar o teorema acima via a Regra de Leibniz para integrais e
com parametro real [por favor, enuncie-a e prove-al e das equagdes de Cauchy-
Riemann. Lembre que uma funcao f = u+iv é derivavel-complexa se e s6 0 campo
associado F'(u,v) ¢é real-diferencidvel e satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann.
Vide http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-DERIVAR-SOB-INTEGRAL. pdf.
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10.3 - O Teorema de Cauchy-Goursat e Primitiva Global,

o Teorema de Cauchy e o Teorema de Cauchy Homotépico

10.5 Proposicao. Seja f : Q — C continua, F uma primitiva de f e v uma

curva C por partes em € conectando o ponto inicial zy ao ponto final z,. Entao,

fvf(z)dz = F(2) - F(2).

Em particular, se vy € fechada entdo

/f(z)dz =0.
Prova.

Seja 7 : [a,b] = Q de classe C* (verifique o caso em que y é C'' por partes).

Figura 10.1: Independéncia do caminho

Pela hipdtese, a regra da cadeia (9.1), e a Proposigao 10.3(A) segue

b
[ gdz= [Faz= [((Foqy(t)dt=(Fol= F(z1) - Fz)
gl 2! a
Seja € conexo. Pela Proposigao 10.5, se F' e H(2) é tal que F’ =0 entao F é

constante [cheque]. Duas primitivas de f € H (), se existirem, diferem por uma

constante [cheque]. Vide também Proposicao 8.1.
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O triangulo convexo e fechado determinado por z1, 29 € z3 (todos em C) é
A= {)\12’1+)\22’2+)\32’31 )\1 20,)\220,)\320 e )\1+)\2+)\3S 1}
10.6 Teorema. Seja f: B(a;r) - C, com r >0, continua e satisfazendo

—/BA flw)dw =0

para todo triangulo A contido em B(a;r). Dado z em tal bola, definamos

F(z)= /az f(w)dw [a integral de f sobre o(t) = a+t(z-a), 0<t<1].

Entao, F € holomorfa e

F'=f.
Vale um resultado andlogo para retangulos (com lados paralelos aos eixos).

Prova. Em duas partes.

Podemos supor a = 0 [cheque|. Sejam z e z + h distintos em B(0;7).

o Seja A o triangulo de vértices 0, z + h e z, orientado de 0 a z+ h, de z+ h

azedezal.

Figura 10.2: O caso “integral nula ao longo da fronteira de triangulos”

Seja o(t) = z+th, onde t € [0,1]. Entao,

0:/8Afdw:F(z+h)—fafdw—F(z).

Logo, devido a continuidade de f,

F(z+h})L—F(z) _ Jo f(Z;th)hdt - Alf(z+th)dtﬂ> f(2).
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o Para retangulos, definimos

[aﬁfdw

pela integracao ao longo de um segmento horizontal com ponto inicial «
seguida da integracao ao longo de um segmento vertical com ponto final .

A seguir, definimos
F(z) = f F(w)dw.
0

z+h

0

Figura 10.3: O caso “integral nula ao longo da fronteira de retangulos”

Observemos que escrevendo h = hy + ihy entao temos

z+h z+hy z+hi+ihs
/ 1dw = f 1dw + / 1dw
z z z+h1

= hl + Zhg
= h.
Donde entao segue
F h) - F z+h
CD IO syt [ 1w - e

Para encerrar, pela estimativa M-L encontramos

h—0
< sup |f(w) - f(z)] —— 04
weD(zilhl)

[ - e
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10.7 Teorema (Cauchy-Goursat). Seja f : Q - C holomorfa. Seja A um

triangulo convezo e fechado contido em ). Entado,

faAf(z)dz:O.

Y
2() \
E — D
N\ e
AN d 7
e 7 .\ -
B — — c

Figura 10.4: Teorema de Cauchy-Goursat
Prova.

Iniciemos (v. figura 10.1) orientando JA no sentido anti-horério e descre-
vendo JA pela justaposicao de segmentos y; V7, V3. Destacando os pontos
médios dos lados de A e unindo tais pontos por segmentos de reta obtemos
quatro triangulos na regiao A: Ay, Ay, Az e A4. Orientamos a fronteira de
cada um desses triangulos também no sentido anti-horédrio. Assim temos,

f fdz= [ fdz+ [ fdz+
oA 0A1 0As

fdz+ fdz.
8A3 8A4

Destaquemos, entre as integrais no segundo membro, a de maior médulo
e A o respectivo triangulo. Para A, analogamente escrevemos a inte-
gral em OAM como soma de quatro integrais sobre a fronteira de quatro
triangulos formados a partir dos pontos médios de OAM) e com orientacio
anti-horaria e destacamos OA () cuja respectiva integral tem maior médulo.
Iterando, obtemos uma sequéncia (A())y com A = A, Seja §(™) o com-

primento do maior lado de A(™ e § = 6(0), Temos entao, para todo n € N,

A o A

/ fdz| < 4" / fdz|,
oA PING)
L(0A)

(n)) = 227/
L(0A™) ST
sm_ 9

2n
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A sequéncia dos triangulos compactos A ¢ decrescente (ordenada pela
inclusao) e o diametro [i.e., o sup das distancias entre dois pontos quaisquer

de um conjunto] dessas regioes é 6(") e
5 222,
Donde, a intersecgao desses compactos é um ponto zo [Principio dos Inter-
valos Encaixantes, cheque].
A seguir, destaquemos que dado € > 0 existe 7 > 0 tal que
(a) B(zo;7)c
(b) Se 0< |z - z| < 7, entao

f(z) = [ (%)

Z— 20

- f'(z0)| <e.
Sendo que (b) equivale a

|f(2) = f(20) = ['(20) (2 = 20)[ < e[z = 20|, se O< |z = 2| <.
Se n é suficientemente grande tal que

0
5(n) = 2_17, <T,

entao A(") estd contido em B(zo;7). Ainda mais, notando que

f dz=0= / zdz
AA(n) A1)

/(m(n) [£(2) = f(z0) = F'(20) (2 — 20)]dz = A fdz.

A(n)

temos

Pela tultima equacao, pela iltima inequacao e pela estimativa M-L segue

(n) (nyy _ OL(9A)
fa o Jdz| < Mot = 20
e entao
f fdz| < 4 f fdz| < SL(OA)
OA OA()
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O Teorema de Cauchy, a seguir, estabelece que sob certas condi¢oes temos

fvf(z)dz =0.

Este é um dos resultados centrais da andlise complexa. Existe uma variedade de
condicoes para provar tal resultado mas em todos é assumido que f é holomorfa
ou analitica em um aberto €2. As demais condigbes sao topolégicas (geométricas)
e estao relacionadas com o aberto € (e.g., conjuntos simples tais como bolas
abertas, triangulos abertos, retangulos abertos, etc. ou abertos menos simples) e

com a curva 7y (ou ciclo, como no enunciado do Teorema de Cauchy Homolégico).

As versoes simples do Teorema de Cauchy ja sao suficientes para demonstrar a
formula integral de Cauchy e entao que toda funcao holomorfa é analitica. Entre-
tanto, como ja estudamos um pouco conjuntos simplesmente conexos (o suficiente
para provar o Teorema da Aplicacdo Riemann), podemos imediatamente apresen-
tar uma versao do Teorema de Cauchy (independente do teorema da aplicacao
de Riemann) que é razoavelmente abrangente do ponto de vista da teoria da ho-
motopia. O resultado a seguir (Teorema 10.8) tem importancia por si s6 e serd

utilizado na demonstracao do Teorema de Cauchy Homotodpico.

Notemos que se f é holomorfa num aberto €2 e tem primitiva local e v é uma

curva em € e de classe C'! por partes, entao com a notacao da Definicao 8.2 temos

(10.8.1) [ £z = 3 lar(e)-gu(r(an1))] = £ s39),

k=1

10.8 Teorema. Seja ) um aberto simplesmente conexo e f: 2 — C holomorfa.
o [izemos a em ). Dado um ponto z em 2, seja v uma curva arbitrdria em

Q e de classe C1, de inicio « e ponto final z. Entdo, a integral

F(z)z[/f(w)dw

independe de . Ainda, F' é uma primitiva (global) de f.

e Sen é uma curva em 2, fechada e C' por partes, entao

(Teorema de Cauchy) ff(w)dw =0.
7
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Prova.

o Pelo Teorema de Cauchy-Goursat e o Teorema 10.6 segue que f tem uma
primitiva local. Pelo Teorema 8.7 [existéncia de primitiva global se existe

primitiva local, em abertos simplesmente conexos| temos que

F(z)=(f;7)

independe de «y e é primitiva global de f. Pela identidade (10.8.1) segue
F(z) = ff(w)dw.
g

o Pela Proposigao 10.5 obtemos

ffdw=0+
n

Apresentemos o classico Teorema de Cauchy Homotoépico, enunciado para

funcoes holomorfas e curvas C'! por partes.

10.9 Teorema de Cauchy Homotdépico. Sejam
Yo [a,b] > Q e y:[a,b] > Q

duas curvas de classe C' por partes e homotdpicas em ), com mesmo ponto inicial

e mesmo ponto final ou, caso contrdrio, ambas fechadas. Seja
f:Q - C, holomorfa em ().

Entao temos

f% f(2)dz = [/1 f(2)dz.

Em particular, se o € homotdpica a um ponto,
f(2)dz=0.
Yo
Prova.

Pelo teorema de Cauchy- Goursat e o teorema 10.6, a funcao f tem primitiva
local. A conclusao é trivial e segue do Teorema 8.6 [0 teorema de Cauchy

homotépico para fungées com primitiva local] e da identidade (10.8.1)#
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10.4 - A Férmula Integral do Indice e a Férmula Integral de Cauchy

10.10 Teorema. Seja v : [0,1] = C fechada e C' por partes e a ¢Imagem(7).

Entao, . p
z
— = Ind .
211 [7 zZ—a " W(G)

Prova.

Pelo Coroldrio 7.12 existem duas funcoes, ambas de classe C'! por partes,
0:[0,1] >R er:[0,1] - (0, +00) satisfazendo

Y(t) —a=r(t)e?D.

Logo,

f dz _/1 T’(t)eia(t)+r(t)i0’(t)ei9(t)dt
vz - 0

-a r(t)e?®

@,
_fo T(t)dt+2]; o' (t)dt
=Inr(1)|, +4[6(1) - 6(0)].

=0+ 27milnd, (a) &

10.11 Teorema (Férmula Integral de Cauchy). Sejam Q um aberto convezo,

f holomorfa em Q e uma curva v : [0,1] > Q fechada e C' por partes. Se

a € QxImagem(~y) entao

f(a)Ind,(a) = 2L @dz.

mJyz—a

Prova.

Seja r > 0 tal que D(a;r) c Q~Imagem(~y). Definamos

o(t)=0,(t) =a+ 7”%3:27 para 0 <t <1,

H(t,s) =so(t)+ (1-s)y(t) e~ D(a; %), para 0 <s,t < 1.

[Mostre que H estd bem definida, vide Figura 10.5.]
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Entao, H é uma homotopia entre as curvas fechadas v e o com a homotopia
realizada no aberto Q \ D(a;r/2). Ainda,

SIE
zZ—a Z—a

sao holomorfas em Q~ D (a; g) .

7(t)

Figura 10.5: Férmula Integral de Cauchy

Pelo teorema de Cauchy homotdpico (10.9) segue

f(z)dz: f(2)dz . / dz :[ dz

¥y Z2—Q o Z2—0a zZ—aQ —a

Por tais identidades e a forma integral do indice segue

/; z)dz ff z) - f dz+f(a)1nd7(a)27ri.

Seja L o comprimento da curva

V() —a

v (t) - al

O comprimento de o é rL. Pela estimativa M-L, com r pequeno o suficiente,

(-1,

o zZ—Q

t—

<(|f'(a)| + )rL =% 0
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Comentarios.

e Pela férmula integral de Cauchy (Teorema 10.11), localmente representamos
uma fungao holomorfa por uma integral (dependendo de um parametro).

Sao entao bastante tteis resultados sobre derivagao sob o sinal de integracao.

e A prova do proximo Teorema 10.13 independe deste particular comentario.
Mantidas as demais hipdteses no Teorema 10.11, suponhamos Ind(vy;a) = 1.
Pelo Teorema 10.11 segue

1
fa) = — f 1),
2mi Jy 2 —a
Por motivos psicoldgicos, troquemos z por w e a por z. Entao, temos
1
f(z)=— / de.
2me Jyw -z
Donde entao segue,

RN AN ICIONEONN

/()= 2mi Jo (t) -z

Definindo F'(z,t) pelo integrando acima, escrevemos

1
1) =5 [ PGt
2mi Jo
[uma familia de integrais dependendo de um parametro complexo].
Notemos que F(z,t) é continua em {z € Q:Ind(y;2) =1} x[0,1]. O mesmo

vale para (0F[0z)(z,t). Desta forma, pelo Teorema 10.4 segue [cheque]

f,(z):L/:g_j(z’t)dt:L de‘

27i 270 Jy (w — 2)?
No que segue usaremos o trivial resultado abaixo.
10.12 Lema. Seja vy uma curva C* por partes e f, : Imagem(y) - C, n e N, uma

sequéncia de fungoes continuas convergindo uniformemente a f : Imagem(~y) - C.

Entao,
Lfn(z)dzm/;f(z)dz.

Prova.

Segue de £ (1(D)7(£) = F(H )Y D] < fu(3(8)) - F(H ()M, para todos
n>1 et no dominio de 7, onde M = max{|y/(¢)|: t € dominio(~y)}#
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10.13 Teorema. Sejam f € H(Q), um ponto a em Q e d=d(a;C\ Q).

(a) Para todo z € B(a;d) temos

(n)
f(z) = ch(z—a)", com ¢, = / n!(a) para todo n > 0.

(b) Sejar tal que 0 <r < d. Vale a Férmula Integral de Cauchy para as Derivadas,

fO(a) 1 f(2)
n! 2m'| I (z—a)rt!

dz, para todo n > 0.

Figura 10.6: Ilustracao ao Teorema 10.13

Prova.

E claro que d > 0, pois a nao pertence ao fechado C \ €.
(a) e (b). Fixemos r tal que 0 < r <d e z tal que |z — a| < r. Definindo a curva
7 (0) =a+re?, onde e [0,2r] (vide figura),

pela formula de Cauchy segue

f(z) = = /;T f(w) dw.

271 w—2z

Temos
M <1 para todo w em Imagem(~,) = S,(a).
w-a
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Pelo Teste-M [com a série de majorantes dada pela série geométrica de razao

(|z = a|/r) < 1 e convergente|, a série de fungoes na varidvel w obtidas de

I 1 :(w—a)‘1:+°° (z-a)”
w-z (w-a)-(z-a) 122 ,;)(w—a)"“’

converge uniformemente sobre a circunferéncia S, (a).

Como f é continua e limitada na circunferéncia S,(a) obtemos

f(w) 3 S(w) oy

w-z & (w-ay

com convergéncia uniforme na varidvel w e sobre a circunferéncia S,(a).

Pelo ja mostrado acima e pelo Lema 10.12 segue

£(z) = —— f(w)dw:i,iou ﬂdw)(z—a)n.

C2mid w-z 27t 2\ Iy (w —a)™*t

Isto é, expandimos f em uma série de poténcias centrada em a e convergente

em B(a;r), para todo 0 < r <d. Como sabemos que

F(a)

Cn = YR para todo n € N,

temos também a formula integral de Cauchy para as derivadas#

10.14 Corolario. H(Q2) = A(2).

Prova. Trivial, pois jd vimos que A(Q2) c H(2)#

10.15 Férmula para o Valor Médio (Gauss). Seja f € ’H(B(a;R)). Entao,

s .
f(a) = 2i f fla+re?)dd, para todo 0 <r < R.
7 Jo

Prova.

Basta desenvolver

1 i@

omi )y oo adz, onde 7,.(0) =a+re? e e [0,2r]s
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10.5 - O Teorema de Cauchy Homolégico (Teorema Global de Cauchy)

Dado um aberto, para quais curvas o teorema de Cauchy é valido? O teo-
rema de Cauchy homotdpico responde parcialmente tal questao. Para avancar na

resposta generalizamos a nocao de integral de linha. Por exemplo, dada

Y=ENV eV

de classe C! por partes, com cada 7; de classe C!, temos

(10.5.1) fvf(z)dz=f% f(z)dz+-~-+[ynf(z)dz.

Assim (e informalmente), ¢ natural considerar a soma formal finita

V=N T

Tais somas formais (finitas) sdo chamadas cadeias.
Informalmente, a soma de duas cadeias v + -+ v, € n + -+ + n,, € feita

naturalmente, simplesmente somando livremente. Isto é,

(4t ) + () =1+ Yy F N+

A propriedade aditiva (10.5.1) para curvas também vale para uma cadeia.
Curvas idénticas sao naturalmente adicionadas, e denotamos a soma por um
multiplo.
O oposto (reverso) de uma curva 7 é indicado por —v. Isto é, indicamos a

curva reversa 7y~ por
(-1)y=-7.
Assim, dado m e {1,...,} temos
m(=y) = -my.
Com tal notacao toda cadeia I" pode ser escrita na forma

I'=myvy + - +my7y,, com cada m; € Z.

Parcelas com coeficiente zero podem ser introduzidas a vontade. Isto permite
descrever duas cadeias em termos das mesmas curvas e somar as cadeias via

coeficientes. A cadeia nula tem todos os coeficientes nulos.
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E bastante ttil interpretar uma curva v e uma cadeia I' = myy; + -+ + my,Vn,
onde todas estas curvas sao de classe C'! por partes e com imagens em um aberto
() e os nimeros m,my,...,m, sao inteiros, como funcionais lineares definidos

sobre o espago vetorial
C(Q;C)={f:Q2-C, onde f é continua}.
Definimos entao o funcional linear 7T, por
T,(f) = /;f(z)dz, para cada f:Q — C continua.
Evidentemente, desejamos a propriedade aditiva
Tp(f):ffdz:[ fdz=m, fdz+---+mnf fdz.
r MY+ M Yn 7 Y
Sendo assim, definimos a operacao
Tr =miT,, +--+m,T,, .
Observemos que, para uma arbitraria f : ) - C continua,

Toy(f)=0[vfdz=06

T_,y(f):[ fdz:fifdz:—ffdz:—Tv(f).
-y 2l gl
ATENQAO. Devemos evitar confundir cadeia com curva. Notemos que dada uma
curva vy arbitraria, de forma geral o funcional linear

T, +T, associado a cadeia 2vy =7+
é diferente do funcional linear

T, associado a curva o(t) = 2v(t).

Resumindo, se v nao é nula entao

cadeia 2y # curva 2.
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O conceito adequado para justificar tais interpretagoes e operacoes é o de

grupo abeliano (comutativo) livre. A seguir, definimos cadeia e ciclo.

10.16 Definicao. Uma cadeia é um elemento do grupo abeliano livre gerado pelo
conjunto C! das curvas de classe C' por partes definidas em intervalos compactos

ndo triviais. Indicamos tal grupo por Z(©€) . Precisamente, temos
7" = {T':C' - Z tais que T’ € nula, exceto numa quantidade finita de curvas}

munido da usual operagao adicao de fungoes efetuada ponto a ponto. Por ultimo,

um ciclo € uma cadeia em que cada curva é fechada.

Usualmente, uma cadeia ¢é identificada com uma soma formal I' = }; ; m;~v;, com
J um conjunto de indices, coeficientes m; € Z para cada j em J, curvas v; € C!
para cada j, sob a condicao m; = 0 exceto para uma quantidade finita de indices.

Facilitando a notagao, uma cadeia é dada por uma soma finita
C=miy+ -+ MY

com my,...,m, numeros inteiros e 7y,...,7, curvas no conjunto C'.

A imagem da cadeia I' = myy; + -+ + m, 7y, €
Imagem(I") = [ Imagem(~;).
P

Se Imagem(I") c ), dizemos que I' é uma cadeia em ().

Se f:Imagem(I") - C é uma fungao continua, definimos
ff(z)dz =>m; | f(z)d=.
r j=1 Vi
A cadeia oposta de I" é
=Y (my )
j=1
[Observemos que introduzindo o conceito de cadeia reversa
™= mig,
j=1

entao obtemos
-=-T.]
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Se a nao pertence a Imagem(I'), o indice de o em relagao a I é

1 1
Indr(a) = — / dz.
r

27 zZ-«
Intuitivamente, uma curva fechada v : [a,b] —» € é homdloga a 0 em 2 se vy nao

contorna pontos no complementar de (2. Formalmente, v é homdloga a 0 em (2 se
Ind,(a) =0, para todo @ no complementar de .
Notagao. Se v é homodloga a 0 em 2, escrevemos
v ~0 (em Q).

Analogamente, um ciclo I' é 2-homdlogo a 0 se Indr(«) = 0 para todo o em C~ €.
Notagao: I'~ 0 (em ).

Dois ciclos I'; e I'y sao homologos em €2 se
Indr, () = Indr, («), para todo o no complementar de €.
Notacao. Se I'; e I'; sao homologos em €2, escrevemos
'y ~ Ty (em Q).
Destaquemos que temos
I'y ~T'5, em €2, se e somente se temos I'y —I'y ~ 0 em ).
Dados dois ciclos I'; e I'y em €2, é trivial e importante a propriedade
Indr,,r, () = Indp, (o) + Indp, («), se a ¢ Imagem(I'; +T').

A versao mais geral do Teorema de Cauchy vale para um aberto 2 qualquer

e mostra uma iteracao entre €2 e o ciclo I'. Veremos que o par (£2,T") satisfaz

/fdz =0, para toda f € H().
r
se e somente temos

Indr = 0 no complementar de §2.
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10.17 Teorema de Cauchy Homolégico. Seja 2 um aberto arbitrdrio e I' um

ciclo homdlogo a 0 em €. Seja f holomorfa em Q2 e a um ponto em 2 mas nao

em Imagem(T"). Entao,

% g Z(_Z;dz = f(a)Indr(a) e ﬁf(Z)dZ =0.

Ainda, se I'y e I'y sao ciclos homdlogos em €1, entdo

_/Flf(z)dz = fFQf(z)dz.

Prova. [Baseada em Dixon (1971), mas evitando teoremas de Morera e Fubini.|

Dividamos a prova em partes. Consideremos

IO st
g(zw) =y =
f'(w) se z = w.

o O complementar da diagonal de €2 x 2 é um aberto. E trivial ver que neste

’ ’ 0 . , ,
aberto ¢ é continua e que 8—2 existe e € continua.

¢ Seja (a,a) na diagonal de Q2 x e B(a;r), com r >0, contida em .

P ‘ (\.QXQ

,,,,,,,,,,,,,, 3/\—»B(G;T)XB(CL;7’)

Figura 10.7: Prova de Dixon

Para (z,w) arbitrario em B(a;r) x B(a;r) temos [Proposi¢ao 10.3(B)]

F(2) = f(w) = (2 =w) [01 F/(w+t(z - w))dt.

Donde segue

g(z,w) = /01 f'(w+1t(z-w))dt, para todo (z,w) € B(a;r) x B(a;r).
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Definindo
o(z,w,t) = f'(w+t(z-w)) para (z,w,t) € B(a;r) x B(a;r) x[0,1],

temos que ¢ e a‘” sao continuas em B(a;r) x B(a;r) x [0,1]. Pela regra de
Leibnitz complexa, as fungoes g e % sao continuas em B(a;r) x B(a;r).

Em suma, g e gg sao continuas em 2 x (2.

Consideremos o aberto [verifique]
V ={zeC:znao estd em Imagem(I") e Ind(T"; z) = 0}.
Devido as hipoteses, V' contém C \ €. Logo, C =Qu V. Definamos entao

fg(z w)dw se z €,

h(z) =

se zeV.

i [ 0
T

Dado z na interseccao 2NV temos

d
a0
rz-—w

e entao o valor das integrais na defini¢do de h(z) coincidem e h é bem posta.

o A fungdo h é inteira. Pela regra de Leibnitz complexa [ja vimos que g e dg/0z

sao continuas em € x 2] segue que h é derivavel em Q e em V' também.

¢ h é nula. Por propriedade do indice, V' contém o complementar de um disco

compacto contendo Imagem(I'). Para z* neste complementar temos

FACON

27?2 rw-z*

h(z") =
Seja 7y : [¢,d] = € uma curva do ciclo T'. Entao,

vw—z*dw‘< d[=; Imagem(fy) f [F(v () (D))t ——

Logo, h(z*) BT ¢ ¢ limitada. Pelo teorema de Liouville segue h = 0.
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o Verificagdo das férmulas anunciadas. Dado « € QxImagem(I") temos

ffz) @), -1 /G,

27rz' rz-—

0=h(a) =— - f(a)Indr(«).

2

Esta entao provada a primeira férmula para toda fungao holomorfa em ).

Para a segunda férmula, utilizando a primeira formula obtemos
/fdz (2= a)f(z) ————~dz=27mi(a-«a)f(a)Indr(a) = 0.
r
Paa a terceira férmula basta aplicar a segunda ao ciclo I'y =T’y ~ 0 em ()&

O corolario a seguir é equivalente ao teorema acima e é também chamado

Teorema de Cauchy Homolégico.

10.18 Corolario (Teorema de Cauchy Homolégico). Seja Q um aberto e T’

um ciclo em §). Entao, temos
ff(z)dz =0, para toda feH(Q) < I'~0 em (L
r
Prova.

(=) Dado a no complementar €2, seja

f(z) =

0= [fdz-

(<) Segue do Teorema 10.17 (também Cauchy homolégico)#

e?—[(Q)

Por hipodtese,
=Ind(T; a).

Assim, mostramos que o Teorema 10.17 implica o Corolario 10.18. Inversa-

mente, supondo valido o Coroléario 1.18, sejam
feH(), um ciclo ' ~0 em € e um ponto a € 2 \ Imagem(T").

Expandindo f em séries de poténcias em torno de o concluimos que a fungao

IO f@

Z—U
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¢ analitica em €2 e assim, o Corolédrio 10.18 garante
f f(2) f (@), ¢

Isto prova que o Corolario 10.18 implica o Teorema 10.17.

Interpretacdo para o Corolario 10.18. Temos
ffdz -0, para toda f € H(Q),
r

se e s6 se o interior do ciclo I esta contido em 2. Recordemos que, algebricamente,

o interior de I' é o conjunto dos pontos « tais que Indr(«) # 0.

Exemplo para o Teorema de Cauchy homolégico. Consideremos um aberto
) conexo e limitado tal que seu complementar tem uma componente conexa
ilimitada e trés pontos como os hachurados em preto na figura abaixo (isto é, tais
trés pontos nao pertencem a 2). Pela figura, a curva v d4 uma volta em torno
de cada um dos trés pontos. As pequenos curvas circulares 7y, 7, e 3 dao uma

volta, cada uma, em torno de seus respectivos centros. E facil ver que

Y~ Y2 + 3, em (L

Figura 10.8: Tlustracao ao Teorema 10.17

Entao, dada f holomorfa em €2, pelo teorema de Cauchy homoldgico temos

[fdz:f fdz+[vfdz+[7 fdzs
2l 71 2 3
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10.6 - O Teorema de Morera e o Principio da Reflexao de Schwarz

10.19 Teorema (Morera). Seja f: B(a;r) - C, com r >0, continua e tal que

/(;Af(z)dzzo

para todos os triangulos A, convezxos e fechados, contidos em B(a;r). Entao, f

¢ holomorfa.

Vale um resultado andlogo para retangulos (convezos, fechados e com lados

paralelos aos eizos) contidos em B(a;r).

Prova.

Pelo Teorema 10.6, existe F' com F’ = f. Pelo Corolario 10.14, f é holomorfa#

Dado um conjunto X c C, definimos

C(X)={f:X - C tal que f é continua}.

Suponhamos €2 simétrico em relagao ao eixo real e I = Q2N R # @. Definimos
Q" ={2eQ:Im(2)>0} e Q" ={zeQ:Im(z) <0}.

Assim,

Q=0"uluQ.

10.20 Teorema. Seja f € C(Q) nH(Q+w Q™). Entdao, [ € holomorfa em Q.

Prova.

Seja R um retangulo fechado convexo, de lados paralelos aos eixos e em €.

Analisemos trés casos.

o Se R c QF ou R c Q, pelo teorema de Cauchy-Goursat (10.7) ou o de
Cauchy (10.8) ou o de Cauchy homotépico (10.9) obtemos

/6Rf(z)dz =0.
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o SeR={z+iy:a<x<bel<y<c} seja Re={x+iy:a<x<bee<y<c}

e > 0.

Figura 10.9: Ilustracao ao segundo caso

Entao, f é uniformemente continua em R > R, e para ¢ — 0% temos

[ t@rindy > [ farindy, [ reipdy > [Cro+ iy,

/abf(a:+ie)d93—>/abf(:r)dm e 0-= 8Ref—>faRf.

o Se R intersecta (2* e {17, entao R é a uniao de dois retangulos fechados R*
e R~, respectivamente contidos (exceto por um segmento comum a ambos

e 1no eixo real) em Q* e Q.

[

Figura 10.10: Ilustracao ao terceiro caso

Analogamente ao segundo caso, encontramos

[aR-fZOZ aR+f'

./c’mf:fa +f+f83f20'

Pelo Teorema de Morera segue que f é holomorfa#

Portanto,
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10.21 Corolério (Principio da Reflexao de Schwarz). Seja f uma fun¢ao

continua em Q* u I, holomorfa em QF e assumindo valores reais em 1. Entado,

F(z):{ @, sezeQtul
f(Z), se zeQ U,

¢ uma extensao holomorfa de f ao aberto ). Se ) € conexo, tal extensao € unica.

Q L

Q_

Figura 10.11: Principio da Reflexao de Schwarz
Prova.

Como f(x) é real, para todo x € I, concluimos que F' estd bem definida.

Pela definicao, F' é continua em Q* u [ e holomorfa em Q.

Ainda, dado w em Q~, temos f(¢) = ¥, a,(¢ —w) em alguma bola B(w;r)

nao degenerada. Donde segue
F(z)=> a,(Z-w) =Y @, (2 —w) em B(w;r).

Portanto, F' é holomorfa em €2-.

E claro que F é continua em 2 = Q*u lu ). Entao, pelo Teorema 10.20

segue que F' ¢é holomorfa em (2.

Se ) é conexo e GG é uma extensao holomorfa de f a €2, entao temos G = F

em I. Entao, o principio de identidade (6.5) garante G = F' em Q#
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10.7 - Derivagao sob o Sinal de Integracao (Prépria e Imprépria)

10.22 Teorema (Diferenciagao sob o sinal de integragao prépria). Seja
f:B(0;1)x[0,1] - C continua e tal que f(z,t) € holomorfa na primeira varidvel

[para cada t fizado]. Suponhamos %(z,t) continua em B(0;1) x [0,1]. Entao,

1
P()= [ fz 0
0
¢ holomorfa em B(0;1) e sua derivada €
1
F'(2) = f %(z,t)dt.
0

f continua. Vide comentdrio que segue ao teorema./

[E supérfluo supor % 9
Prova.

o SejamneN*ee>0e0<r<1. Consideremos a soma de Riemann
Sn(z) = jz:)f (z, %) %, onde z € B(0;1).
Pela continuidade uniforme de f em D(0;r) x [0, 1], existe 0 > 0 tal que
|f(z,8) = f(z,t)|<e sel|s—t|<dezeD(0;r).
Suponhamos 1/n < 0. Para todo z em D(0;7) temos

$ [ 23 o

n J
SZﬁ_ledt:e.
=1

Portanto S,, - F uniformemente em cada D(0;7) e cada S,, é holomorfa.

15n(2) = F(2)] =

Pelo teorema da convergéncia de Weierstrass (6.21), existe I’ e
S] — F' uniformemente nos compactos de B(0;1).

Em particular, fixado um ponto ¢ em B(0;1) temos que
50=% g (0n)y PO

Pela definigao de integral [e a continuidade de (0f)/(0z)] concluimos que

Za—f( _)_m[%(g,t)dm
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Comentario. Seja f: B(0;1) x [0,1] - C continua, com f(z,t) holomorfa na

primeira varidvel [para cada t]. Mostremos que

af(z t) ¢é continua em B(0;1) x [0, 1].

Prova.

Suponha 0 <7 < 1. Seja z € B(0;r). Pela formula integral de Cauchy para

as derivadas [vide Teorema 10.13 (b)] temos [fixando ¢ como parametro]

8f@J) 1‘[ Sflwt)

0z 271 (W= 2)? 2)2

Escrevamos

2 16 6
2m—(z t) = f f(re®, t)ire ———df

(re? - z)?
=A' g(=,t,0)d0,
onde ¢(z,t,0) é o integrando.
A fungao g: B(0;r) x [0,1] x [0,27] - C é evidentemente continua.

Logo, g é uniformemente continua em D(0;p) x [0,1] x [0,27] se 0 < p <.

Concluimos entao que [cheque, vide a prova do Teorema 10.4 (A)]
2T
(z,t) f g(z,t,0)d é continua em D(0;p) x [0,1],
0

para todo 0 < p<r.
Portanto, %(z,t) é continua em B(0;7) x [0, 1].
Donde segue que

af

5 (z,t) ¢é continua em B(0;1) x [0,1] &
z
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Definig¢ao. Seja f:J x[0,00) > R, onde J c C, tal que a integral imprépria

foof(z,t)dt: im [ f(zt)dt
0 r—>+00 J(

converge, para todo z € J. Dizemos que tal integral imprépria [de fato, uma
familia de integrais imprdprias| converge uniformemente em J [ou que a con-

vergéncia é uniforme em J| se para todo € > 0 existe N tal que temos

‘forf(z,t)dt—/omf(z,t)dt

ou, equivalentemente,

[ Y F ety

<€, para quaisquer r > N e z € J,

<€, para quaisquer r > N e z € J.

O resultado abaixo, sobre continuidade e derivacao, é de carater local e entao

o enunciamos para uma bola ao invés de um aberto .

10.23 Teorema (derivagao sob o sinal de integracao imprépria). Seja
f : B(0;1) x [0,400) — C continua e tal que f(z,t) é holomorfa na primeira

varidvel [para cada t fizado]. Suponha que
f f(z,t)dt converge uniformemente nos compactos de B(0;1).
0

Vale o que segue.
e A funcao %(z,t) ¢ continua em B(0;1) x [0, 00).

o A fungao
F(z) = f F(z,t)dt
0
¢ holomorfa em B(0;1) e

F'(2) = fow%(z,t)dt.
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Prova.

¢ Continuidade de (0f)/(0z). Devido as hipéteses, a sequéncia de fungoes
F.(z) = f f(z,t)dt converge uniformemente a F(z) = f f(z,t)dt,
0 0

nos compactos de B(0;1).

Fixemos n € N. Pelo Teorema 10.22 e o comentario que o segue,

g—f(z,t) é continua em B(0;1) x [0,n].
2

Variando n vemos que

%(z,t) é continua em B(0;1) x [0, 00).
2

o Derivabilidade de F. Ainda pelo Teorema 10.22 (ou pela regra de Leibniz

complexa), temos que F), é holomorfa e

v [Of
Fn(z)—fo (= ).

O teorema da convergéncia de Weierstrass (6.22) mostra que F” existe e

F ; uniformemente
[
n

F’ nos compactos de B(0;1).

¢ A derivada de F'. Fixemos ¢ € B(0;1). Analogamente ao que foi feito acima,

dada qualquer sequéncia de reais positivos (r,) tal que r, - oo, temos que

n 8f n—>00 /
fo (Dt Q).

Isto mostra que

: rof _
lim ; a((’,t)dt—F(C).

7—>+00

Isto é,

[" % nar=rFro)
0 z
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A proposicao abaixo apresenta uma condigao simples que, se satisfeita, garante

que uma dada familia de integrais a um parametro converge uniformemente.
10.24 Proposicao. Seja f: B(0;1)x[0,+00) = C continua. Suponha que existe
M :[0,+00) — [0, +00) satisfazendo
f(2,0)] < M(t) para todo (2,1), e f M(t)dt < oo.
0

Entao,
F(z) = fo £z t)dt

estd bem definida e converge uniformemente em B(0;1).

Prova.
o Boa defini¢do. Fixemos z € B(0;1). Por hipé6tese, temos

0<Re(f)(z,t)+|f(z,t)| <2|f(z,t)| <2M(t)
0<Im(f)(z,t)+|f(2,t)| <2|f(zt)| <2M(1).

Donde segue [cheque]

foof(z,t)dt < o0.
0

o Convergéncia uniforme. Seja € > 0. Devido a hipdtese sobre M (t), temos que

existe R > 0 tal que para quaisquer a > R e b > R temos

fa "M(t)dt <e.

Logo,

fbf(z,t)dt sfb|f(z,t)|dt§fbM(t)dt§e+

Portanto, se f = f(z,t) satisfaz as hip6teses da proposicao imediatamente

acima e é holomorfa na primeira variavel, entao podemos aplicar o Teorema 10.23.
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Comentarios.

(1) Localidade. Os resultados acima sao locais e usualmente aplicados na vizi-
nhanca de um valor fixo do parametro. Assim e por meio de uma trivial

mudanga de parametros, basta prova-los para o parametro em B(0;1).

(2) Parametro em (—o0,+00). Vale um resultado andlogo ao do Teorema 10.23,
trocando [0,00) por (—oo0,+00). De fato, com tal troca e ajustando as

hipdteses (de maneira 6bvia) e entao escrevendo

F(z)=[:f(z,t)dt=[if(z,t)dt+fooof(z,t)dt,

pelo Teorema 10.23 segue imediatamente
0 af ) af oo af
P =f 9 (2 t)dt f 97 ,tdt:f 9 (2. )dt.
(2) _waz(z )it + 0 az(z ) —o0 82(2 )

(3) Parametro em [0,a). O caso para integral imprépria em [0,a) é anédlogo
ao caso para a integral imprépria em [0,+00). De fato, oo como extremo
de integracao no enunciado do Teorema 10.23 é apenas um simbolo que
indica a ocorréncia de uma integral impropria. Sendo assim, basta que no
enunciado e na prova do Teorema 10.23 troquemos [0,+00) por [0,a) e o

simbolo oo no papel de extremo de integragao pelo simbolo a. [Cheque.]

(4) Parametro em (a,b). O caso para integral imprépria em (a,b) pode ser
trivialmente reduzido ao caso imediatamente anterior (3). Para tal, consi-

deremos um ponto c € (a,b). Com tal ponto auxiliar, escrevemos

b c b
F(z) = [ F(z8)dt = f F(z8)dt + f F(z,8)dt.
A seguir, por favor, utilize o comentério (3) e complete a argumentagcao.

(6) O teorema da convergéncia de Weierstrass, utilizado nesta segdo é um alto
prego a pagar (tanto quanto possivel é melhor evitar “chamar um santo”).
Para provas de resultados sobre derivacao sob o sinal da integragao que
independem deste resultado (e da férmula integral de Cauchy, do teorema

de Morera e do teorema de Fubini) vide

http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-DERIVAR-SOB-INTEGRAL-COMPLEXA.pdfl
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10.8 - Apéndice 1 - O Teorema da Convergéncia de Weierstrass (revisitado)

10.25 Teorema. Seja (f,) uma sequéncia em H(S2) tal que
fn— f uniformemente em compactos.
Entao, f € holomorfa em ) e

fi— " uniformemente em compactos.

Prova.

A convergéncia uniforme garante que f é continua.

Fixemos um disco nao degenerado D(a;2r) c €. Seja
7(0) =a+re?, onde 0 €[0,2r] (sentido anti-horario).

Seja ( € B(a;2r). Pela férmula integral de Cauchy (10.11) e pela con-

vergéncia uniforme em compactos segue [cheque]

1) =5 [ 20— 10 - o [T

Pela regra de Leibniz complexa (Teorema 10.4) aplicada a f segue [cheque]

f'(¢) = L Mdt _ L /) dz, onde C € B(a;2r).

omi Jo  (y(t)-0)2 2w Jy (2-C)?

Obviamente, valem férmula analogas para f/.

Seja ( arbitrario em D(a;r). Entao, pela estimativa M-L temos

<2 (U= 1

T zedD(asr

210 - 1) = | [ 2B

Logo, f! — f" uniformemente em D(a;r), para todo D(a;2r) c €.

Portanto, f! - f’ uniformemente em compactos [cheque|#
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10.9 - Apéndice 2 - Derivagao sob o Sinal de Integragao (Parametro Real)

10.26 Lema. Seja f,,:[0,1] = R uma sequéncia de fungoes de classe Ct, com

fn convergindo uniformemente a f
e

, : :
fI convergindo uniformemente a g.

Entao, f € de classe C' e
=g

Prova.

Cada f} é continua e f] — g uniformemente. Logo, g é continua.

Fixemos x € [0, 1]. Pelo ja observado segue

f Fryde 2= [ g,
0 0

Assim,

n—+oo

Fal@) = £2(0) 2 [ gyt
Por outro lado, devido a hipdtese temos

n—>+00

fu() = fn(0) —— f(z) - f(0).

Donde segue,

f(x)-f(0) = foxg(t)dt para todo x € (-1, 1).

Pelo teorema fundamental do calculo segue entao que f é derivavel e

fi(x) =g(x) s
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10.27 Teorema (para integrais préprias e parémetro real). Consideremos

uma funcao f:[a,b] x[0,1] >R, com f(z,y) e a L(x,y) continuas. Entdo,
Fo)= [ ey

¢ continua em [a,b]. Ainda mais, F é de classe C! e

(Regra de Leibniz) F'(x) = [ —(x,y)d

Prova.

Sejam n € N* e € > (0. Consideremos a soma de Riemann
Sn(x)=2f x,=|—, onde x € [a,b].
o nl/n
Logo, S,, é continua. Pela continuidade uniforme de f existe § > 0 tal que

If(x,8) = f(x,t)] <€ se |s—t|<0.

Suponhamos 1/n < 0. Para todo 2 em [a,b] temos

[Sn(2) = F(x)] =

71 (w —)dy Zf f(z, y)dy‘

A

g;/jledyze.

Portanto S,, — F' uniformemente.

Analogamente [basta trocar f por df/0z],

L 8f j) 1 uniformemente 1 8f
! — =) = = —_— d .
5=y gy (r0) ;e G = [ 5w

n

Claramente cada S} é continua.

Pelo Lema 10.26 segue que F' é de classe C! e

F)= [ gy
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10.28 Coroldrio (para integrais impréprias e parametro real). Conside-
remos f = f(x,y):(-1,1)x[0,00) = R continua e tal que %(m,y) existe em todo

ponto e é também continua. Suponha que existe M : [0,00) — [0, 00) tal que

FeplM@). 2w

Entao,

<M(y) e foooM(y)dy<oo.

F(r) = fo f(z.y)dy
¢ de classe C' em (-1,1) e satisfaz
: < d
F(x)=f a—f(ﬂc,y)dy-
0o Or
Prova.

Pelas hipdteses, fixado x, as funcoes y — f(z,y) e y » (0f/0x)(x,y) sao

absolutamente integraveis em [0, c0). Logo, estao bem definidas as fungoes
F@) = [ Sy o G@)= [Ty
0 o Oz
Dados neN ez e (-1,1), sejam
B = [y e G = (S @y
Pela regra de Leibnitz (Teorema 10.27) as fungoes F,, e G,, sao continuas e
F! =G,.

n

Por outro lado, para todo z € (-1,1) temos
|y (2)-F ()| < f M@)dt 22250 o |Go(2)-G(x)| < f M(t)dt 2=

Donde segue que

uniformemente uniformemente

F, — F e F =G, ——— G.

Logo, pelo Lema 10.26 concluimos que F' é de classe C e

F@)=6@)= [~y
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Comentarios.

(1)

Funcgdes a valores complexos. O Lema 10.26, o Teorema 10.27 e o Corolario
10.28 estao enunciados para funcoes a valores reais. Entretanto, conside-

rando as parte real e imaginéria

Re(f) e TIm(f)

de uma funcao f a valores complexos, vemos trivialmente que estes trés

resultados sao trivialmente estendidos a uma tal funcao f.

Localidade/compacidade. O Lema 10.26 e o Teorema 10.27 sdo resultados
locais e em seus enunciados os parametros estao variando em intervalos
compactos e especificos. E trivial ver que resultados e demonstragoes se-
melhantes (com evidentes adaptagdes) também valem para o parametro
variando em um intervalo aberto qualquer. Vale um resultado analogo ao

Corolario 10.28, com o parametro variando em um intervalo arbitrario.

A fun¢do M(y). No Coroldrio 10.28, nada perdemos supondo que uma
mesma fungao M (y) satisfaz |f(z,y)| < M(y) e [(0f[0x)(z,y)| < M(y).
Pois, se houver uma funcao M;(y) para uma desigualdade e uma outra

fungao Ms(y) para a outra desigualdade, utilizamos M (y) = M;(y)+Ma(y).

A majoracdo. No Corolario 10.28, basta verificarmos as desigualdades

< M(y)

Xz

of
Fanl M) o |5y
para y grande o suficiente. [Cheque.]

Parametro em outros intervalos. Vale um resultado analogo ao do Corolario

10.28, trocando [0, 00) por qualquer um dos intervalos abaixo:

(00, +00), (—00,0], (a,b], [a,]), e (a,b).
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10.10 - Apéndice 3 - Representagao de f via Re(f) [Férmula de Schwarz]

10.29 Teorema (Férmula de Schwarz). Seja f = u+iv holomorfa em B(0;p),
com p>0 eu=Re(f). Sejar tal que 0 <r < p. Entao, dado w € B(0;r) temos

2 ree w
f(w) = % f u(re ’9) il dQ + 10(0).

Prova.

Escrevendo
f(2) =) a,z", onde |z] < p,
obtemos
1
u(z) = Z(anz +a,2").

Dado z = re® na circunferéncia de centro na origem e de raio r, temos

u(re?) = Re(ag) + 1 > " (apme™ + age ™).

m>1

Multiplicando tal identidade por e=?  para n > 1, e integrando obtemos
f u(re?)e"™0d) = ra,.
0

Obtivemos férmulas para os coeficientes que dependem apenas de u = Ref:

=— [ u(re®) w)n sen>1.

Observemos que, pela férmula do valor médio de Gauss,
1 2m ) 1 27 .
ao = f(0) = — f F(ré®)dd e  Re(ag) = — f u(re®)ds.
2m Jo 2m Jo
Dado entao w em B(0;7) temos (pelo Teste-M de Weierstrass, pois I l<1)

f(w)—a0+z f u(rele)( 26) df =

=5 f u(rew)l1+27;( 20) ]d@ + (0)
:%/()%u(rew) [1+2(1_1m% —1)]619 + 10(0)

1 o 0 2re .
=%—/0 u(re )(reg_w—l)d0+zv(0)

1 27 19
=%/0 u(re’e)r6 Zd@ + w(0) &
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