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1. Verifique se sao convergentes ou divergentes as séries:
+oo “+oo
(Inn)? 1
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(&) 2 n? (b) ; n(lnn)to
© *2” v+ n (@ *2"’ on
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Resolugao
Inn
(a) A funcdo f(z) = Inz ¢ lentamente crescente, lim == = lim 2 =0,
n—-+4o0o n% n—-+400
+o00o
como Y - < oo, pelo critério do limite a série dada converge.
n2
(b) Temos, f(x) = x(Tlx)lo > 0 é decrescente e [ m de = [/ % < 00.

Pelo critério da integral a série dada converge.

—+o0 3 +o0 9 +o0 2
(¢) Temos, Z M < Zﬁ = 2—3 < +o0. Logo,
n=1

n?+3n+1 n? “~n>

= n=1
critério da comparacao, a série dada converge.

pelo

n n+1 2 2
(d) Temos, para a, = 721_2’ ol — 201 — 9 (L) — 2, se n — 4o00. Logo,

o 5 ' an (n—‘i-l)QQ_”
pelo critério da razao a série dada diverge W

n+1




2. Sao convergentes ou divergentes as séries:

+00 2 +o0
nl+n 1.3.5---(2n — 1)
—_ b
(a); (n+1) (); 2.4.6--2n
Resolucao
+o0 ln? +o0 nl +o00 L - )
(a) Temos, > iy 2 > (S > 747 = +oo. Logo, a série dada diverge.

(b) Procurando aplicar o teste da razao temos,

ant1  1.35..2n—1)2n+1) 246...2n  2n+1
an  246..2n(2n+2) 135..2n—1) 2n+2

—1n— +c0.

Pelo Critério de Raabe,

Ant1 2n+1 1 1
an 2n + 2 2n + 2 2

Logo, a série dada diverge M
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3. Compute a série binominal para (1 + )2 e indique o dominio de convergéncia.
Resolugao

Pelo teorema do bindomio temos

SIS

I
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+
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(1+x)

400
-1) 1 3 5 2n —3
:1+Z(—1)”u2——— ..... n " |z < 1.

Afirmacao: a série acima converge absolutamente em x = 1.

Verificagao Se a,,n > 1, é o termo geral da série entao

Ont1 2n+1)—-3 2n—1 2n-—1 .
pu— e —_— — .
an 2(n+1) 2(n+1) 2n+2

e o critério da razao nao decide sobre a convergéncia absoluta em x = 1. Mas,
mostra que o raio de convergéncia ¢ 1.

Aplicando o critério de Raabe encontramos

1 2n — 1 3 3n 3 o1
n — = N —= —S =
o2n +2 n+2 2n+2 2 ’
e assim a série converge absolutamente em xz = 1. Logo, em x = —1 também.

Assim, o dominio de convergéncia é [—1,+1].

Adendo: Como a convergéncia é absoluta em x = 1, a série (binomial) de
poténcias é majorada, termo a termo, por uma sequéncia numérica (|a,|) em
[—1,+1] cuja série numérica associada é convergente. Pelo Teste-M de Weier-
strass, a série binomial converge uniformemente em [—1, +1] e, sendo uma série
de fungoes continuas, o limite é uma funcao continua em [—1,+1]. Ainda, o valor
da série em (—1,+1) é (1+ )2 que é continua em [—1,+1]. Concluimos entao
a igualdade das fungdes em [—1,+1]:

. 1 3 5 2n-3
14a) =1 =) 2 90 nrl<1 W
(1+2)2 +§: . 222324 o ol =




+o0
4. (a) Verifique que a série Z

n=1

(b) Compute/0 s(x) dz.

converge uniformemente, em IR.
x? 4 n?

Resolucao

(a ) O termo geral da série de fungoes contl'nuas satisfaz M#TLQ < 5,z € [0,1],

e, Z =3 < +00. Pelo teste-M de Weierstrass Z > converge uniformemente

2+TL

em [0,1] a uma fungdo também continua s : [0 1] — R.

(b) Pelo teste-M de Weierstrass integramos a série termo a termo e obtemos,
~+00 1

/1—1 d f/l 1 Z / e ¢ .
r = = —arc nn
o r2+n? — Jo x?2 + n? n? 1+ 92 —~n e

=1




5. Resolva a equagao
(1) 7 +4 2 +5x = e'senfit,

onde a e ( sao reais dados.
Resolucao

O polinoémio caracteristico é p(\) = A? + 4\ + 5, com rafzes A = —2 + 1.
A solucao geral da homogénea é ), = cie *!cost + coe 2 sent, c1,co € R.
Se B = 0 a equacao dada é homogénea e a solucao geral é a geral da homogénea.

Se 8 # 0, determinemos z,(t), solugao particular da equagao complexa,
244 452 =€y =a+ib.

A solugao particular procurada de (1), z,(t), é a parte imaginaria de z,(t).

Procurando uma solugao particular z,(t) = Q(t)e? encontramos a edo:

PO W P0G -1 au, (1) @+ 0@ +0)Q =1

CasoI: v# —2+1 (fy nao é raiz caracteristica).
Entao, p(y) # 0, Q(t) = o(y) satisfaz (*), zp = % é sol. part. em C e,

{5 (t)} = Im W R

com
e’ = e (cosft + isenft)
p(y) = (&% +4a +5 = %) + B(2a + 4)i = p(ar) — 57 + Bp' ()i ,
p()I* = [pla) = B°]* + [BY () ] .
p(7) = p(a) — 5 = B/ ()i .
Caso II: v = —2 + . Isto é, v é raiz simples, p(v) =0, p/(v) # 0.
Entao (*) se escreve: Q" + p/'(7)Q’ = 1. Escolhemos Q'(t) = - e Q(t) = -t

e obtemos z,(t) = w7y ©

=1Im Wte”t = t m eVt
it =1 {ww} oy P

Sey=-2+ientdop(y) =2y +4=2i,p(7) =p(7) = -2, P (V)P =4e

t t
T, = ZIm{—Qie_%(cost +isent)} = —56_%00875 .

Se 7 = —2 — i, analogamente, encontramos z, = e~ *cost M




6. Resolva a equacao x”” — 2" + 32’ — 3z = t3e’.
Resolugao:

Raizes caracterfsticas de p(A) = A> = A2 43\ =3 = (A2 +3) (A —1): £V3ie 1.
A solugao geral da homogénea é: =, = cicosV3t + caseny/3t + cset.

Temos também, p'(A) = 3\ —2A+ 3, p’(A\) =6A—2e p” =6.

Procurando uma solugao particular da forma x, = Q(t)e’ enontramos a edo,

A M) P, p(])
g @t Q@ @ re=

ou,

Q/// + QQ” + 4@/ — t3 ]
Substituindo ¢ = @' na equacao acima obtemos
q// + 2q/ + 4q — t3.
Cuja solugao é um polindémio de grau 3, ¢(t) = % +bt? +ct +d.
E trivial: 40+ 2 =0,b= -3, dc+4b+2=0,c=0e4d+2c+2b=0,d = 2.
Assim, q(t) =% = % + & Q) =1 — § + ¥ = 50 - 22 +3).

1
Entao,

t
z,(t) = 1—6(t3 — 2% +3)e",

¢ uma solucao particular e a solucao geral do problema é,

t
Te = T + xp = c1cosV3t + cosenV3t + caet +E(t3 — 2t +3)e! W



7. Seja f(x) — cosz,0 < x < 7.
(a) Determine a série de senos de f.

™2 1 3 5 7

b) Most - B
(b) Mostre que 16 22 _ 1 62_1+1()2_1 142 — 1

Resolucao

a) Seja F(x) = —cosz,x € (—m,0), F(x) = cosx,x € (0,m), F(—n) = F(0) =
F(m). Entao, F' é impar e os coeficientes (a,)’s s@o nulos. Ainda,

[ 2 [T [
b, = —/ F(z)sennzdx = —/ cos xsennx dr = —/ [sen(n+1)x + sen(n—1)z |dx =
0 0

™ s ™

—T

1 [cos(n+1)x7 cos(n — L)z =]
oo n+1 0 n—1 o|
R (0 D S G Vet § I G V et W)
oo n+1 n—1 N T n2—1
Logo, b, = 0 se n impar e b, = % se n é par. Assim, by, = 7r[(+§€271]’ k> 1.
Portanto,
F(a) ~ S o sen(2ka)
)~ — ————sen(2kx) .
T (2k)2—1
k>1

(b) Em o = Z, sen(2kz) = sen’T =0, se k é par e, para k = 2p+ 1, p > 0,

sen(2kx) = sen@ = (—1)?, Vp > 1. Portanto,

V2 8 2p+1)(-1)p 8 1 3 5
7_%;[2(219“)]2—1_%(22—1_62—1+(10)2—1+ """ +).




