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1. Determine se sao convergentes ou divergentes.
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Sugestao: Em (d), determine os valores de a tal que a série convirja.

Vide 'Um Curso de Célculo’, vol 4, 5* ed, p. 54, exercicio 1 (j); p. 42, exercicio
1 (e); p. 92, exemplo 2 ; p. 71 exercicio 6 e notas de aula sobre série binomial.

Resolugao

(a)
= n Vn

Comparando com a série divergente > * temos, lim “* = lim —= = 1
n n—+o0o n—-+o0o vn

pois lim /n = 1. Logo, pelo critério do limite, a série dada diverge.
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(b)

Como f(z) = ——~—, = suficientemente grande, ¢ continua decrescente pode-
zlnzIn(lnz)’ ’

mos aplicar o critério da integral. Ainda,

1
/mdm = In[ln(lnz)]+C, CER,

€ f;oo mlnmlln(lnm) dr = IETEOO In[ln(Inz)] — In2 = +oo. Logo, a série diverge.



(c)

Pela férmula trigonométrica,

cost — cos(n+ 3)x

senr + sen2r + ...... + sennx = , x & 217,

X
236n2

temos,

| senl + sen2 + ...... + senn | <

Logo, pelo critério de Dirichlet, como lim % = 0, a série converge.
n—-+00

(d)

Procurando aplicar o critério de Raabe encontramos, para n > «,

a(a—1)(a—2)...(a—n+1)(a—n)
|a'n+1| o (TL+1)' o ‘a_n| n—o

Y

an a(a—l)(a—22,..(a—n+1) n+1 n—+1
n—uo
I 1- - ) =a+1.
= ogy) = i et =

Logo, a série converge se a +1>1 (> 0) edivergese a+1 <1 (a<0) W



2. (a) Expanda f(x) = arctg x em série de poténcias centrada em zy = 0 e determine
T

uma série para r = —.
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(b) Determine a série binominal para f(z) = (1 + 22)2.
Resolucao

(a) Vide exemplos cldssicos em notas de aulas.

dt

Tz € a formula para a soma de uma PG temos,

Lembrando arctan(x) = fox

B 1— Tn+1 1 t2(n+1)

1 S = : = 12t 44 (D) () —
+r4ri = I3P + A (1) T+ (1) R

PER B L0t @ 42(nt1)
t =r— —+ —— —....+(-1)" —1 n+1/ dt ,x e R.
arctan(x) = x st +(-1) 2n—|—1+( ) Ay T

Mostremos que para |z| < 1 a integral tende a zero:

" x t2(n+1) x 2nt1) p2nt3 1
1" dt | < 2T dt) < 0 .
‘( ) /0 1+ 12 ‘ —/0 ’— m+3| = 2n+3
Concluimos entao,
P R S 2+
t =r— — —_—— —... —1)" <1.
arctan(zr) = x 3—|— : 7 + (—1) 1 + .y, 2| <
Logo, se x = 1, arctg(1l) = 7 e,
T 1 1
—=l—-=4+-—==+.... e e
4 * 7 * (=1) 2n+1
(b) Pela férmula binomial, para « ¢ Z,
+o00
o " B Cala—=1)...([a—=(n—-1)])
(1"‘.77) —Zanx 7|x’<17a’0_17an_ n 7n21
n=0

Logo, para o = § temos, a1 =3 , az = 3(—3)5 , as = 3(—3)(—3)3 e

an = () 2) -2

nl
Finalmente,
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3. (a) Determine a série de Fourier de f(z) =2*+ 2z, -7 <z <.
1
(b) Compute 1 — — + — — — + -
Resolucao

(a) As fungoes 22 e x sao, respectiva/e, par e fmpar, e sen nz anula-se em 77 e,

T 2
/ f(z /x2dx:§7r2,

1 /7 2
a, = —/ f(z)cosnx dx = / z2cosnxdr = = [wz Sy
T Jo T n
(

w T sennx
— 2x dx
0 0 n

r T A(—1)"
+/ cosnx dx} _ 2) |
o Jo n n

4 cosnx
=— |-z

nm n
1 4 2 Q 2 - T
b, = —/ f(z)sennz dx = —/ r sennr dxr = — {_xcosnx —1—/ cosn dx} =
T ) . T Jo T n o 0 n
_ =)
N n

Logo, a série de Fourier de f é,

+0o _1\n _ 1\n+1
S[f](l‘)zéﬂ'z + Z [4(7121) cosnz + %sennx] reR .

(b) Como f é continua e mondtona por partes a série de Fourier de f converge
pontualmente a f. Logo,

3 — n?
e portanto,
400
1 1 (_1)n+1 7T2
l— =+ =+4+... = =— 1
22 * 32 + n? 12



4. Determine a solucao geral de
(a) 2" — 4o = (1 +t + t?)e?
(b) 2" — 52" + 32’ + 9z = t°e™
Resolucao

(a) O polinoémio caracteristico é p(A) = A\? — 4, com rafzes A = +2.
A solucao geral da edo homogénea associada é : x5, = c1e? +coe ™, ¢;1,c0 €R..

Pela férmula vista em aula existe uma solugao particular z, = Q(t)e* tal que,

p'(2) P(2) ., p2) " ;
o TR =Q +4Q =t* +t+1.

QH +

Pondo y = Q' a edo iy + 4y = t?> +t + 1 tem solucao: yz%—i—bt—i—c; b,ceR.

Logo, ¥ +4y = (£ +b) + (t* +4bt +4c) = t* +t + 1. Identificando os coeficientes

obtemos%—i—llb:leb—i—élc:le, portanto,bzéec:l

32"
. 2 3 2
Asimy=§+itd e Q=G+ fi+h
A solugao geral é |,
BTt
2 —2t 2
Tg=rcie” e T+ (m+ =+ )7, a,eR.
9 ? STRRTRES b

(b) O polindémio caracteristico é p(A) = A> — 5\ +3X+9 = (A —3)?(A + 1).
Solucao geral da edo homogénea associada : x;, = c1e¥ +cote® +cze™, s € R.
Pela férmula demonstrada existe solugao x, = Q(t)e* tal que
p"(3)
3!
Como p' = 3X2 — 10\ + 3, p”" = 6\ — 10 e p” = 6 temos : Q" + 4Q" = t5.
Sey =Q", y 4+ 4y = t® tém solucao y = % + att + bt3 + ct? + dt + e. Logo,

Q/I/+p2(!3)Q//+pf!3)Q/+p(()?>Q:t5'

y = 0t° + 5t' + 4at® + 3bt* + 2ct + d
4y = 5+ dat* + 40t + 4ct? + 4Adt + 4de
Y +4y = t°
eentao? a:-%) b:%7 C:_é_i7 d:% e, por ﬁltlmo, 6:—%,
: _t° 5t 5¢3 15t2 15¢ 15 8 t° 5t 5¢3 15¢2 15¢
ASSlm’y_1_71_6+61_6_56_45i—585251§2Q =2 T 61 61 T 256 512
: _t t t t t t
e, ainda, Q = 155 — 55+ 67 — 256 T 256 — 101"

A solugao geral é:

Bt 1 oo tedt 4 ft_|_( ¢ t6 " to 5t n 5t3 15¢2
T, = Ci1€ Cole Cae _— R _
9 2 5 168 96 ' 64 256 ' 256 1024

el dseR A



5. Determine a solugao geral de

2"+ 22 4 22 = e™senft ; o, B € R.

Resolugao

O pol. caract. é p(A\) = A2+ 2\ +2= (A +1)*+ 1, com raizes A = —1 + .

Solucao da edo homogénea associada: x, = cie~‘cost + coetsent, c¢;,co € R.

Se =0 a edo é homogénea e encerramos a verificacao.

Supomos, abaixo, 3 # 0.

Como e®*senft = I'm{ e(®+®)*} e o problema dado é em R, a parte imaginaria
de uma solucao da edo complexa z” + 22’ + 2z = e+ § solucao da edo dada.

Assim, procurando uma solugao particular z,(t) = Q(¢t)e",v = a + i3, da edo
complexa temos que ) = Q(t) satisfaz, pela férmula vista em aula,

(+) p;{”@”ﬁi?@ﬂ%@ = Q"+P(MQ +p(1Q = 1.

Caso 1: 7 # —1+4i (v ndo é raiz caracteristica).

Entao, Q(t) = ﬁ resolve (*¥), z, = | If’((,z))lg e é solucao particular da edo complexa

ex, = W[ m{ p(7)e?" } é solugao particular da edo dada.

Solucao geral:

1
z, = cie lcost + cpe 'sent + ———=Im{p(F)e"}, 1, €R.

lp(V)I?
Caso 2: v = —1+:.

Esta raiz é simples e reescrevemos (*) como,

Q'+ 2 =1,
que admite solugio Q' = 3 ¢ Q = Q(t) = £ = —Li.
Logo, z, = Q(t)e"' = —Lie" = —Le7tie" e x,(t) = Im{ z,(t) } = —Le cost .
Solucao Geral:
t
Ty = cle’tcost + cge’tsent — §e’tcost, c1,00 €R.

Caso 3: v=—1—1.

Solucao Geral:

_ _ t _
Ty = € tcost + o€ ‘'sent + —e tcost, ci,0eR N
2



