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1. Os simbolos P = P(t) e Q = Q(t) designam polinémios.
(a) Dado neN, [t"e'dt =t"e' —n [ t" e dt.
(b) Dado P temos [ P(t)e'dt = Q(t)e", com grau(Q)=grau(P).
Prova Trivial.
2. Seja o € C e P um polinémio.
(a) (& -al)*'(te*)=0, Vje{0,1,2,...} =N,
(b) Sen>1, (& —al)"(t/e*) =0, paraj=0,1,2,..,n-1.
(c) Se a é rafz de multiplicidade n de P entdo P(4){t7e**} =0, j=0,1,...,n—1.
Prova:

(a) A afirmagdo é 6bvia se j = 0. Supondo verdadeira para j -1, j > 1, temos

d i enty - (L anic L an ety -
(& arp@eny = (4 - arp (L - anwe) -

d o , ,
= (% —al) (i e + atle® — atie®) =

d o
= ](a - aI)J(t]_leat) =0.
(b) Segue trivialmente de (a) pois n > j + 1.

(c) Segue de (b), pela fatoracdo P(%) = Q(%)(% —al)" @ um polinébmio =

3. Seja a+if € C, a, § € R*. O espago vetorial complexo das combinacgoes lineares de
eloriB)t o o(a=iB)t oom coeficientes em C, é igual ao das combinacdes lineares de e“tcos3t

e e“senft, com coeficientes complexos. Temos entdo,
(a) span, {e(“”ﬂ)t, elo-iB)t } = span, {eatcosﬁt , e“tsenﬁt}
(b) {elariB)t gla=iB)th o [ eateosit, et senft } sdo L.1. sobre C.
(c) {e*cosBt,e* senft} é também linearmente independente sobre R.

Prova

(a) Obvio.

(b) Em geral, é facil ver, {e*? e*2t} A\, Ay eC, A\; # Ay, é L.I. sobre C. Assim, por (a),
span.{ e*cosft,e* senft } tém dimensdo dois e, { e**cosft, e senBt } é L.1. sobre C.

(c) Consequéncia imediata de (b) m



EDOL’s de ordem 2 com coeficientes constantes reais e nao homogéneas.
Notacgao: P, Q, R, P e Ry s@o polinomios, grau(P;) =grau(P) e grau(R;) =grau(R).

O resultado abaixo é generalizado em 8, com demonstragao andloga.

. Aedo 2" +bx' + cx = P(t), b,c € R tem solugao particular z, = x,(t) na forma:
(a) z,(t) = Q(t), Q@ um polinémio.

Ainda, para @ em (a),

(b) Se ¢ # 0, podemos supor grau(Q) =grau(P).
(¢) Sec=0eb=0, podemos supor Q =tP;(t), grau(P;) =grau(P).
(d) Se ¢=b=0, podemos supor Q =t?P;(t), grau(Py) =grau(P).

Prova

(a) Seja p(A) = A2 +bA+c=(A-a)(A-f), a,B€C. Entdo,
" / _ i _ ﬂ _ i _
"’ + bx’ + cz—P(dt)x—(dt aI)(dt Bz .
Resolvamos (% —al)f=f"-af = P. Temos,

Foaf=Po [f()e] = P(t)e o f(t)e ot = fP(t)e’“t dt .
Sendo « ndo nulo, ou sim, pela afirmagao 1 temos [ P(t)e *'dt = R(t)e " e assim,
f(t) = R(t) e iterando, para (% - BI)x = R temos z(t) = Q(t), @ um polinémio.

(b) Como ¢ =af + 0, pela afirmacdo 1, @ e R acima tem mesmo grau que P.

(¢) Podemos supor que 3 = 0 é raiz caracteristica simples. Pela afirmagio 1 R, em (a),
tem mesmo grau que P e z(t) = [ R(t)dt pode ser escolhido como Q(t) = ¢t P (t).

(d) A equacdo é 2 = P e, é ébvio, podemos escolher z(t) =t?P;, =

O resultado que segue é trivial, com prova elementar que inspira a generalizacdo e a
demonstragdo em (10), importantes por si. Em (8) temos uma generalizagdo com o

método aqui enfatizado: fatoragao.



5. A equagao z” +bx’ + cx = P(t)e?*, P um polinoémio e v € R tem em ,(t) = Q(t)e?" uma

solugao particular se se somente se,

Q" + p(MQ" + p(1)Q=P.
Por 4, tal solucao particular existe e podemos supor,
(a) grau(Q) =grau(P), se v nado é raiz caracteristica da equagao.
(b) Q(t) =tPy(t), grau(Py) =grau(P), se ~y é raiz simples.
(c) Q(t) =t*Py, grau(Py) =grau(P), se v é raiz dupla.
Prova

Temos ], = Q'™ + 4Qe", z) = Q""" + 2Q"ve™" + Q4. Substituindo, a equagio

dada é equivalente a

(Q" +2Q"y + @) + b(Q +vQ)e™ + Qe = Pet
isto é,
Q" + (2y+b)Q + (Y +by+c)Q=P,

e, para p(\) = A2 + bA + ¢, temos p’(\) = 2\ + b e, substituindo,
Q" + pP(MQ" + p(v)Q = P.

A concluséo segue de (4) pois as condigbes nos itens (a), (b) e (c¢) equivalem a, respecti-

vamente, p(«) # 0, p(a) =0 e p’(«) #0 e, por dltimo, p(a) =p’(a)=0 =

6. Consideremos o operador P()xz =2" + ba' + cx, com b,ceR.
(a) Se x,y: R — C sdo de classe C? e 21, 29 € C entdo,
(212 + 200)" + b(21% + 22y)" + c(z12 + 229) = 21 (2" + b2’ + cx) + 22(y" + by’ + cy).
(b) Se x(t) =€, v € C, entao P(%)(e”t) =p(y)ete,
(i) PC){Re(e7)} = Re[p(n)e].

(it) P(){Im(e*)} = Im[p(7)e].

(¢) Se p(7y) #0, definindo Z(¢) = pe(:),

PE(Z®0) = o,

e escrevendo v =71 +1Y2, V1,72 € R temos,

P (Re[Z(D]) = Mheosnat

P(%){Im[Z(t) 1} = eMsenyot.



(d) Se M, N €R, existem A, B € R tais que,
d Y1t Y1t Y1t vt
P(%)(Ae Yeosyat + Be''senyot) = Me ' cosyat + Ne''Vsenyst .

(e) Para v eC temos, P(){te?} = p(y)te? + p'(7)e.

(f) Se v ¢ R é raiz caracteristica = -, 7 sdo rafzes simples, p(y) =0, p’(v) #0,

d te7t ot
P(dt){p’(v)} B

e, escrevendo v =1 +i7v2, 71,72 € R, e definindo Z(t) = #W;) tém-se,

d
P(a){tRe[Z(t)]} = e"cosyat,
d t
P(%){tlm[z(t)]} = e"'senyot .
(g) Dados M, N € R, existem A, B € R tais que,
d
P(&)(Ate“tcos'ygt + BteM'senyat) = Me cosyat + Ne'senyot .

Demonstracao
Os itens (a), (b) e (c) sdo triviais.

(d) Segue de (c) bastando notar que,

Re[Z(t)], Im[Z(t)] espan{e ' cosyat ,e" ' senyat } .

(e) Analogamente a (5) temos,

(te) =+ yte? | (te™) = 42te + 2ye7
e substituindo,
P{ %(e’”} = [(Y%t + 29) + b(1 + yt) +ct]e = [(P +by + )t + (2y+b)]e? =
=p(n)te” +p' (1)
(f) Trivial.

(g) Segue de (f) bastando notar,

tRe[Z(t)], tIm[Z(t)] € span{te’ cosyat,te  'senyot} m



EDOL’s de ordem 3 com coeficientes constantes reais e homogéneas

7. Seja " +azx” +bx’ +d =0, ab,c, deR e A\, My, A\3 € C as rafzes caracteristicas. Seguem
as bases padroes de solugoes fundamentais para o espaco solugao.
(a) {eMt, eM2t eMst) se as rafzes sdo reais distintas.
(b) {eM?, teMt, e*2t} se Ay é raiz real dupla e \y é raiz real simples.
(c) {eM?t, teMt) t2eMt) se \; é raiz real tripla.

(d) {e%cosft, e*'senft, e*?'} se A\ ¢ R e Ay e R.

Demonstracao

(a), (b), (¢c) E trivial ver que os conjuntos de funcdes sio linearmente independentes.

Ainda mais, pelo teorema-método de resolucao, geram os respectivos espago de solugoes.

(d) Por (a), {e(a+iB)t ela=iB)t oAa 1 com trés vetores, é L.I. sobre C. Mas, utilizando (3),
span, {e(a”ﬂ)t ,elamidt e/\?’t} = span, {e"tcosﬁt ,e®tsenft, e’\?’t} .

Logo, { e*'cospt e senft, e*s'} ¢ L.I. sobre C e assim, sobre R~ m

EDOL’s de ordem n com coeficientes constantes reais e nao homogéneas

Consideremos a edo P(%)x =2 4 a,_ 12D 4+ aga” +a1x’ +ag = f(t), com coeficientes
reais e polindmio caracterfstico p(A) = A™ + a, 1 A"t + ....agA? + ay A + ag.  As raizes

caracteristicas de p(\) sdo também chamadas por, simplesmente, raizes.

Notacgao: As letras @, R, Ry e S denotam polindmios e, grau(R;) =grau(R).
8. A edo P( 7)r = R(t), R um polinémio tém solugdo particular x, = x,(t) na forma:
(a) zp(t) = Q(t), @ um polinémio.
Para @ em (a), podemos supor,

(b) grau(@) = grau(R), se A =0 néo é rafz caracteristica.

(c) Q=t*Ry(t), grau(R;) = grau(R), se A = 0 é raiz de multiplicidade .

Demonstragao

(a), (b) e (c¢) Consideremos a fatoragéo P(%) = (% -M\D)....... (% - I).

Resolvamos (% MDD f=f"-Af=R(t). Se \y =0temos f'=Re f=5,5 um polinémio
que supomos com termo independente nulo. Logo, f(t) = tR;(t).

Se A1 # 0, reescrevemo-la L { f(t)e 1"} = R(t)e M e, portanto, f(t)e ™1 = [ R(t)e ™" dt.
Por (1), [ R(t)e ™t dt = Ry(t)e™ . Logo, f(t)e ' = Ry(t)e " e, f(t) = Ri(t) .



Em seguida resolvemos g’ — Aag = f(t) e iteramos o processo. Se 0 ndo é rafz ao final

obtemos uma solugao ,(t) = Ry (t).
Se 0 é rafz de multiplicidade k fatoramos, P(%) = (& - X 1)....(& - X, p 1) ()"

Iterando, apds n — k passos obtemos um polindémio f(¢) = R;i(t) e passamos a resolver

(%)kx(t) = Ry (t), com uma solugdo t* Ry(t), Ry um polindmio, grau(Ry) =grau(R) =

. Consideremos a edo P(%)x = R(t)e", R um polinémio e v € R. Existe solu¢ao particular
da forma z,(t) = Q(t)e"", @ um polinémio. Ainda, podemos supor,
(a) grau(Q) = grau(R), se v nao é raiz caracteristica da equagao.

(b) Q(t) =tFRy(t), grau(Ry) = grau(R), se v é raiz de multiplicidade k.

Demonstracao
(a) Fatorando temos,

d d d

)= (S ML) (S

P ST N £y Vi
(7~ G ) At Vi

Resolvendo (& = MI)f = f/ = A f = R(t)e temos, £{ f(t)e™™'} = R(t)eOD que
equivale a f(t)e ! = [ R(t)e(= )t gt

Como v - A; #0, por (1), [ R(t)eO2tat = Ry (t)e= )t grau(R;) =grau(R). Conse-
quentemente, f(t)e 1 = Ri(t)eO" )t e, f(t) = Ry (t)e. Tterando o processo, como ja

aplicado anteriormente, obtemos uma solugao particular pretendida.

(b) Utilizando a fatoracao
d d., d %
P(Ly=5(2y(L — 41
(y=s5CHE oy,
por (a) existe solugao de S(%)f = R(t)e", com f(t) = Ri(t)e?t, grau(R;) =grau(R).

Procuremos agora, uma solucéo de % —yD)*x = f(t) = R(t)e.

Resolvendo (4 - ~yI)y = y' — vy = R(t)e"* encontramos £{y(t)e™*} = R(t). Logo,
y(t)e " = [ R(t)dt. Escolhendo a primitiva obtemos, y(t) = tRy(t), grau(R;) =grau(R).

Assim, iterando o processo obtemos z(t) = t¢7* m



FORMULA PARA P(£){Q(t)e"} :

10.

762(”) + o + 2 2(7) + p'(NQ" + p(7)Q

P(*){Q(t) "=

Demonstracao Escrevendo

d dm dn—l d2
P(—=)=ap—+ap1——+....+a2— +a1— +apl,a, =1,
() = g + -t gt G2 Mg T 00

computemos P(%){Q( )} identificando os coeficientes de Q. Na expansio de

( ){ Qe }, ai-ésima derivada Q) surge nas parcelas com coeficiente ay, k > i.

Ainda mais, gtm (e7) =4™e e portanto,

ey = 5 (et 5 (et

Assim, o coeficiente de Q(*) é o somatério,

n k‘ _
Z ak( .)’Yk !
k=1 ?

Consideremos agora o polindmio caracteristico
_ n n—1 n—2 2
p(A) = a, A"+ ap1 A + Ap_a + o + asA + a1\ + ag ,

e computando a sua derivada p(*), os monémios A" ,m < i desaparecem e obtemos,

PPN = iakk(k 1).o(k—i+1) A7 = Zak(kk_')|)\ki:

Consequentemente,
d n () ;
PEDIQMe ) = 3 Q0 e -
i=0 :

E VoM 4 + %Q” + p'(MQ + p(1)Q ] m



