22 Prova de Cilculo Diferencial e Integral IV - MAT221

04.12.2008

Q N
1
Nome : GABARITO 2
NOUSP : 3
Professor : Oswaldo Rio Branco de Oliveira 4
5
Total

1. Determine para ¥ +4x = € sent.
a) A solugao geral.
b) A solugao tal que z(0) =0 e 2/(0) = 0.

Resolucao

(a) Temos p(A) = A* +4 = (XA — 2i)(\ + 24) e a solugao geral da homogenea é
Ty = 10082t 4+ cosen2t | cq, co € R.
Existe solugao particular na forma x,(t) = y(t)e’ com y solugao de

(1 (1 1
p_2(' )y” + p1(| )y’ + p(()')y =y + 2y + 5y = sent .

Procuremos solugao na forma y(t) = Acost + Bsent. Logo,

y' = —Asent + Bcost
y" = —Acost — Bsent .

Substituindo temos,
(—Acost — Bsent) 4+ 2(—Asent + Bcost) + 5(Acost + Bsent) = sent ,

(4A + 2B)cost + (4B — 2A)sent = sent ,
4A + 2B=0e —2A+ 4B =1. Logo,A:—l—loeB:%.

Assim, para x,(t) = y(t)e’, a solugao geral é, xg = xp + x,,

cost 2sent
rg = c1cos2t + cpsen2t + (— —— +

10 10 Yet, c1,c €R.

(b) De 2¢(0) = 0 obtemos ¢; = 15 ¢, de 2;(0) = 0, temos ¢; = —55. Logo,

B cos2t sen2t cost 2sent

£ = _ _ cost t
(1) = 5 2w T T e




d4
2. Determine para — — x = 2.
pata

a) A solugao geral.

b) A solucao tal que z(0) = 2/(0) = 2”(0) = 2 (0) =0

Resolucao

(a) Temos, p(A\) =M =1 =N =D\ +1)=A-1)A+1)A=9)A+1i). A
solugao geral da homogénea é,

xp = e’ + coe”t 4 cycost + cysent .

Obviamente existe uma solugao particular polinomial, @, grau(Q)) = 2 e, assim,
Q") =0 e @ entdo satisfaz, —Q = t>. A solucdo geral da ndo homogénea é:

To = clet + 026_t + c3cost + cysent — 2

(b) Temos,

T = cret + coe™t 4 cscost + cysent — 12
xy = cret — cpe™t — cgsent + cycost — 2t
x}, = cret 4+ cpe™t — c3cost — cysent — 2

zl = c1e’ — coe” + czsent — cycost

t

e entao, computando em t = 0,

C1 + Co +c3
C1 —Ca+Cy
c1+co—cy
Cl —C—C =

I
onv oo

Assim, ¢; = ¢y = %, c3=—1,c4=0e
t —t

e e
xp(t):§+7 —cost — t* W



3. Resolva a equacao,
o — 2" + 42" — 4z = t*sent

Resolugao O polinomio caracteristico é p(A) = A3 = A2 +4\—4 = (A—1)(\?+4).

Solucao geral da homogénea: ), = cie! + cocos2t + czsen2t, ¢; € R.

A edo complexa "' — 2" + 4z’ — 4z = t?€", tém uma solugao z, = Q(t)e", Q um
polinomio em ¢, com coeficientes complexos, satisfazendo,

p" (i) ’(i)Qu 0 p(i)

3! 2! 1! 0!

/
Q,”—Fp Q/+ Q:tQ.

Mas, p(i) = 3i — 3, p'(\) = 3N2 =2\ + 4, p'(i) = 1 — 2, p"(N\) = 6\ — 2,
p’(i) = 6i — 2, p”'(\) = 6. Substituindo, @) satisfaz a edo complexa,

() Q"+Gi-1)Q"+(1-2)Q +(3i -3)Q =t

a qual, é 6bvio, tem como uma solugao particular, um polinomio de grau 2, com

coeficientes complexos. E claro que @ tem entdo a forma Q(t) = 3i1_3t2 + bt +c.

Substituindo em (*), como Q" = 0, temos,

2
3i—1 1—2i t+b 3i—3 bt =t
(3i )32,_3+( z)[gi_g—l—}%—(z )[3i_3+ —i—c]

Donde, b = —% ec= %.

Assim, Q(t) = — 1> — 2t 4 B = (=5 =3+ 1) + i( =5 — 5+ 2).

Para z,(t) = Q(t)e temos P(£){ z,(t) } = t%¢™.

Para z, = Im{ 2, }, temos P(4){x,(t) } = t*sent.

A solugéao particular procurada é,

22t 11  t 5
xp:(—g -5t ﬁ)sent + (_E —9 7 5—4)cost |



4. Determine a solucao geral de
) — 22" 4 52" — &' + 4o = 2!
Resolucao
O polindmio caracteristico é p(A) = A1 —2X3 + 502 — 8\ +4 = (A — 1)3(\2 +4).
A solucao geral da homogénea é

x, = el + cote! + c3c082t + cysen2t | ¢; € R,

Existe uma solugao particular x, = Q(t)e'* [vide notas de aula] satisfazendo,

p/l/(l) p”(l) p/(l)
3! 2! 1!

P (1)

i ) (1)
4

(iv)
@ o!

(Eq) Q" + Q" + Q + Q = .

Porém,

PN = 4N — 6A2 + 10\ — 8
P = 1207 — 12\ + 10
P = 24\ — 12

PN = 24,

t =1 é raiz dupla, p(1) = p/'(1) = 0, p"(1) = 10, p"(1) = 12 e p(¥)(1) = 24.

Substituindo tais valores em Eg, a equacao para (), temos,
QW +2Q" + 5Q" = *.
Substituindo y(t) = Q" obtemos a equagao
y' 4+ 2y + 5y = t*,

que admite solugao polinomial y(t) = at? + bt + c.

E claro que 5a =1, 5b+4a=0e 5c+2b+2a =0; a = %, b= —% ec= —%.
Portanto, Q" = y(t) = % — 3—; — %5 e podemos escolher,
28 t?
=5 -% -
60 75 125
Uma solugao particular é x,(t) = Q(t)e' e a solucao geral é zg = x), + 2,

t2 2t 1
ro = cret + cotel + cgcos2t + cypsen2t + t (— - = - —) et



5. a) Determine uma expressao em série de cossenos, em (0, 7), para f(x) = senz.

b) Compute a soma

1 1 1 1

2 1 e 1 Te_ 1 Tge_1T "

¢) Compute o valor da série

—1)ntH 1 1 1 1
T (=1

)P —1 2-1 -1 &-1 &1

n>1

Resolucao

(a) Para f par, f(x) = |senz|, —m <z <7, os coeficientes de Fourier sdo:

b, =0, ) an:—/ sen x cosnx dx.
T Jo
Logo,
n 1 [T 1 Dax|” 1- T
Tn —/ [sen(14n)x+sen(l—n)z]dr = —= cos(n + )z cos{1 —n)a ,
2 2 Jo 2 n—+1 0 1—n 0
e assim,
—1)ntt -1 1)t -1 1 1
—ra, = ( ) _ ( ) — — [<_1)n+1 _ 1] o — —
n+1 n—1 n+l n-—1
-2
=[(-1)" -1 :
O
Entao, a,, = 0 se n é impar, a, = —ﬁ, se n é par, e a série de Fourier de f é

2 4 cos2px
senx| = —— — —_— .
| | T Wp; (2p)2—1

(b) Para = = 0 temos

0_2 4 1 N 1 N 1
o ow\22—-1 42-1 62—-1""" ’

= 1 1 1 _ 1
eentao, ;35 + 5 + g = 3.

(c) Para x = 7 temos,

“+o00

e portanto, » (Lt
p=1

=1 — -1 o1 T ogEmg T =z




