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2 LISTA DE EXERCICIOS

P/ entregar: exercicios 1, 3, 4, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 20, 21, 22 e 30, numerados em negrito.

1. Determine sup X ,inf X, max X e min X em cada um dos seguintes casos:
a) X =]a,b[, Ja,b], [a,b] ou[a,b]; coma,beRea<b.
b) X =]-o00,a], [a,+oo[, ]-o00,a[ ou X =]a,+o0[; com a€R .
¢) X={2"|neN} e X={2"|neN}u{0}.

2. Sejam X e Y dois subconjuntos nao vazios de R, com X c Y. Prove que

inf Y <inf X <sup X <sup Y .

3. Seja X e Y subconjuntos nao vazios e limitados em R. Definamos o conjunto X +Y =
{rx+y:xeX eyeY}. Verifique as afirmagoes:
(a) X +Y é limitado
(b) sup(X +Y) =sup X +supY
(¢) inf(X+Y)=inf X +infY.

4. Sejam X e Y dois subconjuntos nao vazios e arbitrarios em R. Entao vale,
supX +supY =sup(X +Y) ,
com a convengao sup X = +oco se X nao é majorado superiormente.
Atencao: este resultado é importante no capitulo 6.

5. Sejam X e Y subconjuntos nao vazios de R tais que: x <y, Yo € X e Vy e Y. Mostre que:
a) sup X <infY.

b) sup X =infY se e s6 se, Ve >0 existem x € X eyeY tais que y—x <e. Sugestdo: No

item (b), use a Propriedade de Aproximagao.

6. Seja X um subconjunto nao vazio de R. Suponha que X ¢ limitado inferiormente e
defina -X = {-x | z € X}. Verifique que o conjunto —X é limitado superiormente e que
sup (-X) = —inf X.



10.

11.

12.

13.

Seja X um subconjunto nao vazio e limitado em R. Dado ¢ € R} = (0, +o0), mostre que o

conjunto ¢X = {cx | x € X} é limitado e
sup (¢X)=csup X e inf(cX)=cinf X .
Enuncie e verifique o que ocorre se ¢ < 0.

Sejam X e Y subconjuntos ndo vazios e limitados em R* = (0,+00). Defina X -Y :=

{zy|xeX e yeY}. Mostre que X -Y é limitado e que

sup(X -Y)=sup X supY e inf(X-Y)=inf Xinf V.

Calcule, caso exista, lim a, para

n—+oo

(a) @ = 2oL, (b) an =V/n+1-/n.
(c) an = [, = dz,a>1. (d) an = [ 755 da.
(e) anzé/#ﬁ. (f) an = sen%.

(g) an=nseni. (h) an = = sen(n).

Sejam () e (y,) sequéncias limitadas em R. Mostre que

(a) liminfz,, + liminfy, <liminf(z, + y,)
(b) limsup(z, + y,) < limsup x,, + limsupy,

(¢) liminf(-z,) = —limsup z,, e limsup(-z,) = —liminf z,.
Ainda mais, se z, >0 e y, >0, Vn € N, entao

(d) (liminfz,)(liminfy,) < liminf(z,y,)

(e) limsup(2,yn) < (limsup z,, ) (limsup yy, ).

Mostre que a sequéncia v/2,V2+ V2,V 2+V2+V2,..... é convergente a 2.

Calcule:

(a) lim (”*2)n (b)  lim (1+%)n (z<R)

n—>+oco \ n + 1 n—+oo

(¢) lim (1+%)n(xeR)

n—>—00

Suponha que lim a, = a. Verifique que:
n

—+00

(a) lim =a.
n—+oo n

(b) lim ¥aias......a,=a, sea>0ea,>0,VneN.
n—+oo

Sugestao: Em (b) utilize (a).



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Calcule lim a, para

n—>+o0o

(@) an:1+%+%+...% ) an:2+\/§+€/§+ ...... +V§.

n n

Sugestao: Utilize o exercicio 13.

Calcule lim a, e lim para a,, =

An+1
z )
n—+oo n—+oo an (nlog®n)P

n>2,peR.

Sejam a >0 e b> 0. Mostre que

lim Va" +b™ = max(a,b) .

n—>+oo

Calcule os limites da razao, lim a;"“ , e daraiz, lim /a,, ou pelo menos um deles, em
n—+oo

n—+oo n

cada um dos casos abaixo.

(a) an:nl! (b) an =N

n

1
(C) anzﬁmel& (d) an=m~

Seja (a,) c R, a, >0. Mostre que

lim nsl _ L — lim %/a,=L.

n—+oo @, n—>+00

Retorne ao exercicio 17 e, se necessario, complete-o.
Mostre que se limz, =0 e (w,) é limitada entao, lim z,w,, = 0.

Prove que todo polinémio com coeficientes reais e de grau impar admite ao menos uma

raiz real.

Seja p(z) =ap+ai1z+...+apz", neN, n>0, e a; €C, para j =0,...,n. Seja zo arbitrario

em C. Mostre que existem coeficientes by, ...,b,, em C tais que
p(2)=bg+bi(z—20) +... +bp(z2—20)" ,VzeC.
Sugestao: escreva p(z) =p(z — 20 + 20).

Seja p(z) = ag + a1z + ... + a, 2" um polinémio complexo, n > 1. Mostre:

(a) [p(2)] 2 lanll2]" = lan-all2[*™" = ... = |as]lz| = |ao|, Vze€C.

() Jim_Ip(=)] = +oe.
Z|—>+oo
(c) Existe um raio R > 0 tal que |p(z)| > |p(0)|+ 1000 se |z| > R.

(d) A funcdo |p(2)|, com z € D(0; R), tem valor minimo num ponto zp.

(e) O ponto zy é o ponto de minimo absoluto da fun¢ao |p(z)|, z € C.



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Mostre que Q é denso em R (parte do Teorema 3.11).
Mostre que R\ Q é denso em R (parte do Teorema 3.11).
Mostre que Q +iQ é denso em C (Proposicao 3.22).

Seja > 0 e n e N* = N\ {0}. Mostre que existe um tnico nidmero real y > 0 tal que

y™ = z. Dizemos que y é a raiz n-ésima de z: y = ¥/z.

Seja X c¢ R. Mostre que X é um subconjunto conexo de R se e somente se X é um

subconjunto conexo de C.

Mostre, a partir da defini¢do, que o intervalo [0,1] é compacto.

Sugestdo: Seja C = {O; : j € J} uma colegao de abertos em R tal que [0,1] ¢ Ujes Oj.

Considere o conjunto
A={xz€[0,1]: [0,2] é uma unido finita de abertos na cobertura C } .
Mostre que A é nao vazio e limitado superiormente, sup A =1 e sup A € A.
Seja (fn) a sequéncia de Fibonacci, definida por fo =0, fi=1, fo=1¢e
frni2 = fos1 + fn, paratodo n >0.

f;“. Compute ¢, denominada razdo aurea.

(i) Prove que existe ¢ = lim

n—+o0o

fn+2 _ 1 1 fn+1 : sen>0.
fn+1 10 fn

lj?”l ? ]:li é] ,sen>1.
n n-1

(iv) Determine uma férmula para f,.

(ii) Mostre que

(iii) Mostre que

Sugestdo: Suponha vélida a férmula f,, = €A™ + B™, Vn € N, para especificos A, B, «
e f. Entao, ache A e B tais que a férmula seja valida para quaisquer a e 5. Por fim,

determine « e 8 tais que f1 = fo =1.

Definamos (ZL) = w para m € R e n € N. Mostre que

n—+o0o

lim (m)x":O, Vre(-1,1),¥meR.
n



