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Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

1. Ser={(x,y), r1 = (x1,y1), 12 = {(Z2,2), descreva o conjunto dos pontos
r tais que,

r —mr| + |r =1 =R, R > |r1 —rq| .

Solugao Antes de tudo, atentemos para a geometria para entao simplificar

a equagcao.

memos S a T rryery n = ntr nto médio entr
Chamemos s a reta po e desenhe) e C ’"1;””20 onto médio entre

1 € To.

Trace por C' a reta t, perpend. a s e mediatriz de 773 (pontos equidistam
de ry e rg).

B
2

S6 hé 2 pontos em t com soma das distancias a r1 e ry igual a R (distam
de r1 ou ry).

Eles sao simétricos em relacao a reta s, por ry e 7.

Desenhando é fécil ver, por semelhanca de triangulos, que se r é um ponto
da figura (|r —ri|+|r —re| = R), ', 0 seu simétrico em relagao a s, satisfaz
a mesma equacao. Logo, a figura a determinar é simétrica em relagao a s.
Para o mesmo 7, o ponto 7, simétrico de r em relacdo a t (perpend. a

T1732), também tem a propriedade: a soma de suas distancias a 1, e 75 é R.

A figura tem eixos de simetria perpendiculares (¢ e s) e, um centro (C' =
nt2) e para desenhé-la basta faze-lo em um quadrante e entéo refletir em

relacao a t e s.

Seja x a reta t, y a reta s e adotemos C' = “F2 como origem do sist. de

coordenadas.

Nesse sistema: . = (£¢,0), 79 = (F¢,0). Suponhamos ¢ > 0, r; = (¢,0) e
ry = (—¢,0).

Assim, a equacao adquire a forma:

VE= PP+ ET PP =R



Agora, confio que vocés conseguem chegar ao formato padrao (vide préxima

pégina): , ,
z Y
Stp=1m

Vide abaixo uma solugao em C.

. Consideremos o problema anterior na variavel z € C:
(2.1) |z —z1| + 1|2 — 22| =2a, 2a > |21 — 29,
com 27 e 2o fixos, e distintos, em C e ¢ um real, a > 0. Temos,

2 2 2

2— 29 =2 — 21;22 + 21722 — g + 21522

{ 2—2 =2z— Z1tzy _ z1—z2 w — A=22
2

21—22
2

2142 mudamos a equagao (2.1)

Se v = pela translagao z — w = z —
para
22) |Jw—7v|+|w+v=2a.
Como ﬁ tem médulo 1, a aplicacao ¢ — w = |Z—|C é uma rotagao e mudamos
(2.2) para
\lc—vh ‘lCJrv‘ =2a,
] il
-

e pondo 7 em evidéncia, notando que |ﬁ| =1, e simplificando,

[C= 1| + [¢+ ]| =2a

|21 —22]

o < a),

Pondo ¢ = |y| > 0 temos (notemos que ¢ = |y| =
(= =20 = [¢+d]]".

e expressando ¢ na forma ( = u + v, u,v € R (distinguindo de z = = + iy

para z),
(u—¢)? + 0% = 4a® — dar/(u+ ) + 0% + (u+ ¢)? + 07,

—2cu = 4a® — dav/ (u+ ¢)2 + v2 + 2cu,

2



4ar/(u+ c)? +v2 = 4a® + deu

e entao, cancelando o 4 e elevando ao quadrado,
a*u? + 2a’cu + a*® + a*v® = a* + 2d%cu + Au? ,
(a® — Au? + a*v? = a* — a’® = a*(a* - 7).

Assim, dividindo por a?(a? — ¢?),

Finalmente, como a? — ¢ > 0, pois 0 < ¢ < a, existe b > 0 tal que
a’? — ¢? = b? e portanto,

u? 0P

§+b—2:1 [ |

Tarefa: represente geometricamente as transformacgoes realizadas.

Vide abaixo duvidas sobre a Lista 2.
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3 (b)sup(X +Y)=supX +supY.

Verificagao.

(i) Dados arbitrérios x € X ey € Y é claro que x +y < sup X +supY.

Entao, por definicao de sup,
sup(X +Y) <supX +supY .
(ii) Fixemos um arbitrério z € X. Entao, para todo y € Y temos
sup(X +Y)>z+vy.

Logo, y < sup(X +Y) — z, para todo y € Y. Entao, pela defini¢ao de
sup segue que sup Y < sup(X +Y) — z. Assim temos,

r<sup(X +Y)—supY,VaxeX.
Entao, novamente pela definicao de sup temos:
sup X <sup(X +Y)—supY .

Donde, sup X +supY <sup(X +Y) B



8. Sejam X,Y C (0,400), com X e Y nao vazios. Defina
XY={azy:zeXeyecY}.
Mostre que
sup(X.Y) = (sup X)(supVY) .
Prova.

Pelo Axioma do Supremo, existem sup X > 0 e supY > 0.

E claro que zy < (sup X)(supY), Vz € X, Vy € Y. Donde segue,
sup(XY) < (sup X)(supY) .

Fixado x € X temos zy < sup(XY), Vy € Y. Logo, y < Sup(z—XY), Yy €Y.

Assim, por definicao de supremo,

sup(XY)
" :

supY <

Donde segue,
< sup(XY)

supY
Entao, como x é arbitrario em X, pela definicdo de supremo obtemos
sup(XY)

sup X < sup Y

Donde segue a tese W



10. Sejam (x,,) e (yn) sequéncias limitadas em R. Mostremos
(a) liminfz, + liminf y, < liminf(x, + y,).

Verificagao. Como (z,, + ), € limitada, existe v = liminf(z, + y,) € R,

um valor de aderéncia. Logo, existe uma subsequéncia (z,, + yn, )x tal que
Ty, + Yn, —> 7 se k — 400 .

A subsequéncia (z,, )ren ¢ também uma sequéncia limitada e portanto ad-
mite uma subsequéncia (z,, );eny convergente a o € R.
J
A subsequéncia (z,, + yn, )r converge a 7.
J J
A subsequéncia (ynk]_)j = (wnk‘j + ynk]_)j — (xnk]_)j converge a § =y — a.

Sendo « e (3 valores de aderéncia de (z,,) e (yn), respectivamente, obtemos
liminfx, <« e liminfy, <.

Donde segue: liminf x, + liminfy, < o+ g =~ = liminf(z, +y,) W



