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42 LISTA DE EXERCICIOS

12 Parte: Exercicios sobre o Capitulo 6

+o00
Suponha que a série Y a, converge absolutamente. Mostre que também convergem ab-

solutamente as séries

(a) Yay

(b) Zli—nan’ se ap #-1,VneN

Mostre que converge condicionalmente a série

]

Z

)1 e (bj)s duas familias soméveis (I e J enumeréveis). Mostre

3. Sejam (a; 7
(Za)(Xt5) = Taity

4. Compute, para |z| < 1,
1+22+322+42%+ ...

_1ymtn _ .
) com m,n € {1,2,...}. Mostre que nao existe

5. Seja amn = /-
Z Amn -
NxN
Porém, existem
+00 400 too t+oo
2, 2 amn
n=lm=1

lim Z Z Amn Z Zamn €
m=1n=1

Na+oom 1n=1

+ 00 +o0
=ae ) by, =0,

6. Roteiro para uma prova muito simples e muito facil de que dadas Y a,
+ 00
duas series absolutamente convergentes, entao o produto de Cauchy, 3 ¢, com ¢, =

+ 00
Y anbm, satisfaz Y ¢, = af.
n+m=p
(a) Suponha a, e b, positivos para todo n € N. Sejam sy e ty as N-ésimas somas
+ 00
parciais das séries Y. a, =a e Z b, = 8. Verifique:

+aN)(bO + ...

+bN) < cp+cp+...+cany £ santapn.

SNtn = (ao + ...

+00
Conclua que Y. ¢, = aff (note que ¢, >0, Vp)
=0



(b) Suponha ay,, by, € R, para todo n € N. Sejam (p,,) e (g,) as respectivas sequéncias das
partes positivas e negativas de a,, n € N, e (P,) e (Q.,) as respectivas sequéncias
das partes positivas e negativas de b,,, m € N. Portanto temos a, = p, — ¢, €

bm = Py, — Q. Entéo, desenvolvendo e aplicando (a) obtemos

(+§oan)(+§obm) (+§opn_+§an)(+§opm_+§on)
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~~
™
=
3
N—
~~
™
QO
3
N—

+00 +oo

= X( X pPu)-X( X PuQn)
- E):o ( n+§:p Qan) + +§ ( n-%%:@:p Qan)

= +§>[ > (pan—anm—Qan+Qan)]----

n+m=p

+ 00 + 00

(c) Desenvolva o caso em que Y. z, e Y. w,, sdo séries complexas absolutamente con-

vergentes.

Sugestoes:

(1) Utilize as notagoes z,, = ay, +ib,, com a, e b, em R, e wy, = ¢, +id,, com ¢, €
d,, em R.

(2) Devido as desigualdades

lan| < [2n], [bnl < l2nl, lem| < Jwm| e ldm| < |wnl,

+o00 +0o0

+ 00 + 00
as séries Y. an, 2 bp, 2. ¢m € Y. d, convergem absolutamente.

(3) Desenvolvendo e aplicando o item (b) escreva

(Jrfzn)(%owm) = (+§an+i+§bn)(+§cm+i+§dm) =

(Ta)(Ten) - (T5.)( % du)
A Fa)(E ) + o En)(Few)

+o00 + 00

Z( > ancm) -

n+m=p



10.

. Mostre que sen?z +cos?z=1, Yz e C.

Sugestao: Utilize as defini¢oes (por séries) das fungoes sen z e cos z.

. Verifique a férmula, onde N é impar e z,w € C.

(Z+’LU)N _ Z [(N)22n+1w2m + (2 ]\il)ZQmw%Hl:I )
n

on+152m=nN L \2m

Sugestoes: (1) Teste o caso N =5. (2) Troque a notagdo N fmpar por 2N + 1, se preferir.

. Verifique a féormula, para z e w arbitrarios em C,

sen z cosw + cos zsenw =sen (z + w) .

Sugestao: utilize as definigoes (por séries) para as fungoes sen z e cosz e o Exercicio 8.

Dado 6 € R, verifique a validade das defini¢coes de Euler para as fungoes trigonométricas:

eif | =it 10 _ =if
cosf = — , senf) = ———



22 Parte: Exercicios sobre o Capitulo 7.

11. Determine o dominio de convergéncia da série e esboce o grafico de f:

(a) f(z) = f " (b) f(x) = f’ "

12. Determine o limite f(x) =lim f,(z), Yo € X, e mostre que a sequéncia (f,) ndo converge

uniformemente a f, nos casos abaixo.

(a

)
(b) -, X =[0,+00). Dica: analise o que ocorre nos pontos x, = n.
)

sen(nx) _ s : _
fu(x) = 2.5 X = R. Dica: analise o que ocorre nos pontos x, = 5.
_n_

(¢) fo(x)= (%) ,sex+0e fr(0)=1, onde X =R.
(d) fo(x)= (1 2na?)e -n2® com X =R.

(e) fa(x)= 1+x2n, com X =R.

(

f) X=[0,1]e

13. Mostre a convergéncia uniforme de (f,,) em X c R nos casos abaixo.
(a) fn(z) =2 onde X =R.
(b) fu(z) =€ ™ sinz, onde X = [0, +00).
(€) fa(z) = xe—"”2, onde X =R.

14. Determine o limite f(z) = lim f,(z), onde = € [0,1], e mostre que
n—+oo

1
lim fn(ﬂc)dfﬂ%tf ( 1ir+n fn(ac))dac7 supondo

n—+oo

|)—‘

n’x, 0<z<5y,
fn($): 2l_1’)7 Qv}ngxsia
0, Lex<l
n

15. Sendo f,(z) = 14—71—222’ € [-1,1], mostre que f, converge simplesmente a f (determine
f) mas nao uniformemente. Ainda assim,

n—+oo

lim [ fn(:c)dx [11 lim fn(z)dz .



16. Para cada n > 1, seja fn(x) = —'5,z € R. Consideremos f(z) = lim f,(z).
n—>+oo

(a) Determine o dominio de convergéncia da sequéncia (f,). Esboce os grificos de f e
das fungoes f.
(b) A convergéncia da sequéncia (fy,) & fungdo f é uniforme sobre R ? E sobre o intervalo

[r,+00),r>07?

17. Para cada n > 1, seja fn(x) = 17h5-7, % € R. Consideremos f(z) = nliglm fn(z).
(a) Determine o dominio de convergéncia. Esboce os graficos de f e das fungoes f,.
(b) A convergéncia é uniforme sobre [0,1] ? Justifique.

(d) Mostre que fol[ lim fu(z)]dz # EIPOO fol fn(x)dx .

+o00

18. Mostre que a série dada converge uniformemente no intervalo dado.

+o00

(a) e =% fl, em [-r,r],r > 0. (b) ¥ #:1, em [-r,r],0<r<1.
n=0 " n=1
19. Mostre que a fungao dada é continua.
by cosnz® iy 1
(a) f(x): 2177x€R' (b) f(x): Zl 2nw,l‘€[17+00).
n= n=

20. Sejam (an)ns0 € (bn)ns1 duas sequéncias em R. Suponhamos que

+ 00

F(z) = % + Y [ancosnz + bysenna], xe€[-m, +7],
n=1

a convergéncia sendo uniforme. Mostre que:

(i) an=21 [T F(z)cosnadz,Vn > 0.

(ii) by, = ff: F(z)sennzdr,Vn2>1,

T

A série é acima é a série de Fourier de F' e os ntmeros a,,n > 0, e b,,n > 1, sdo os

coeficientes de Fourier de F'.

21. Determine os coeficientes de Fourier de

(a) f(z)=22 -m<ax<m.

(b) f(z)=|z|, -T<z <.



