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JUSTIFIQUE TODAS AS PASSAGENS

BOA SORTE E BOAS FESTAS

+oo +oo 1
1. Dadas as séries »_ e ———— seja a, o termo geral de cada
n=e nlog n ;=5 n (log n)?
uma delas.
Verifique:
(a) lir+n ntt| _ 4 (Teste da Razao).
n—-+0oo an
. An+1 el .
(b) 11r+n n (1 - ) =1 (Critério de Raabe).
n—-+0oo an

(c) A primeira série acima diverge e a segunda série converge.

Resolucgao:

1
(a) Como lim 2 =1le lim —2Z_ — lim - = lim 2 = 1 temos,

n——too Ml 2+ oo log(z+1) T—+00 4T r—+o00 %
para a primeira série,

. nlogn ) n ) logn
lim = ( lim ) < lim —) =1,
n—+oo (n + 1)log(n + 1) n—toon + 1/ \n—+oolog(n + 1)

e para a segunda série,

i n(logn)? ( i > < _ logn >2
im =( lim —— im —————) =
n—+co (n + 1)[log(n + 1)]2 n—+too (n + 1) n—-+oo log(n + 1)



(b) Para a primeira série devemos analisar o limite de,

klog k k log(1 + 1)*
k{1l- = 1+ :
(k+1)log(k+1) kE+1 log(k + 1)

Para a segunda série devemos analisar o limite de,

klog? k _ k log?(k4+1)—log?k | _ & log(1+4)* log k(k+1)
k [1 o (k+1)log2(k+1)} T k1 [1 +k log? (k-+1) } — k1 [1 + log(kJrkl) log(k+1) | -
k . log(1+1)F . logz(z+1) _ 1. log z+log(z+1) __
Mas, 1 L, lim log(k-i-kl) =0e :chrfoo log(z+1) ZEJFOO log(z+1) =2

Logo, o limite obtido pelo teste de Raabe para ambas as séries é 1.

(c) Com os integrandos continuos e decrescentes, vale o critério da integral:

N
1
/ dx = logz|) = (log N —log2) — 400, se N — +00
5 wlogx

e, substituindo y = logz e & = 1,

[ e [T
2 $10g2£€ log 2 y2 Yy

Logo, a primeira série diverge e a segunda série converge W

log N

1
— ——, se N = 400 .
log 2 log 2




2. A série numérica

(0,5)

2 ala—=1)-(a—n+1)

o , —1l < a<0,
n=1 .

(a) nao é absolutamente convergente.

(1,5) (b) é convergente.

Obs: A série dada é entao dita condicionalmente convergente

Atencgao: O item (b) é o que pedi ao longo do curso que analizassem no livro "Ex-
ercicios Propostos e Resolvidos de Sequéncias e Séries Numéricas e de Fungoes’
do Prof. Boulos, pois no livro ha um erro. A prova sugerida no livro do Prof
Guidorizzi, constante no gabarito da prova P1, esta correta mas “pouco clara”
pois utiliza um lema nao intuitivo e nao simples. A prova abaixo é auto-suficiente.

Resolugao:

(a)

Pondo a, = 2@=b=e=ntl) o yhlicando o Critério de Raabe temos,

n!
)z lim n(l— ]&—n!)
n—+o0 n-+1

e, notando que |o« —n| = n — a se n é suficientemente grande,

Qp41
G,

lim n(l —

n—-4o0o

n - 1
lim n(l—aH): lim n(l—n oz)z lim nOH_ =a+1.
n——+o00 Qy, n—-+o00 n-+1 n—+oo m + 1
1 (a— 1
Como a+1 < 1, pelo Crit. de Raabe ) ‘Oé(a ) la=ntl) diverge.

|
n:
Visto que —1 < a <0 temos —a < 1 e concluimos:

lan+1|_n—04

<1,
a, n+1

e a sequéncia (|a,|) decresce e existe lim |a,| = L. Mostremos que L = 0.

n—-+o0o

Fixone N, n>a,se =14+« temos 0 < <1 e, para p € N arbitrario,

Ant1 _n—a_n+1—(1—|—a)_1_ B
an o n+1 o n+1 N n+1 ’
Antp _ Qpyp An4p—1 An+41 _ (1_ B ) 1— /6 ) (1_&)
(7% An+p—1 an-&-p—?”” Qn n+p n+p—1 n+1 ’
CL»,H_p S (1 i 6 )p < (1 . 6 )p—l—'n(l _ L)—n )

()

an, n+p n—+p n+p

Como lir+n (1+ £)" = e”, Vo, com o limite em (*) para p — 400 temos

L

Qn

0< <eP VYn>a,neN.

Desta forma temos, 0 < e’L < lima,, = L, o que implica L = 0 pois e® > 1.
+oo “+o00
Logo, pelo critério de Leibnitz, Y (—1)"|a,| = >_ a, é convergente M



+o0
3. Considere a série de poténcias Y (Z) ", a € R\IN. Determine:

n=0
(0,5) (a) Seu raio de convergéncia.
(0,5) (b) Seu dominio de convergéncia se o > 0.
(1,0) (c¢) Seu dominio de convergéncia se a < —1.

a(a—1)(a—2)...(a—n+1) .

n!

Resolugao: Lembrete: a, = (%) =

(a) Pela féormula de Hadamard a série tem raio de convergéncia p satisfazendo,

-1 _ 1
== 1m
p n—-+o0o

a—n

lim n+1

n—-+o0o

a(a—1)(a=2)...(a—n+1)(a—n) n! ‘ .
(n+1)! a(a—1)(a—2)....(a—n+1)

=1,

converge absolutamente em (—1,41) e diverge se |z| > 1; Va € R\ N.

(b) Se o > 0 temos, se n > «, |@ —n| =n — « e, pelo Critério de Raabe,

n(l - ]a"—“\) = n<1 -
an

e a série dada converge absolutamente em x = 41 e em todo x em [—1, +1],

que é entao o intervalo de convergéncia.

n+1 n+1

%‘):n@_w):n“—“ —>C¥+1>1,

(¢) Se a < —1, os termos gerais das séries binomiais nos extremos r = +1,

S (i) e Y (i)

nao tendem a zero pois,
«
(n + 1)
‘ <a) ‘ B
n

e entao, a série binomial, neste caso, diverge nos extremos r = +1 W

an+1

)

’a—n) n—uo

>
an, n+1 n+1—



sen®z

4. Compute 7{ ———3 dz, onde ~y(t) =
Z —_ —

7 6
Resolucao:

Pela férmula integral de Cauchy,

e, t €0, 2n].

|
Ly flz)
(=) 271 f (z — zp)"H! i
B!
temos,
.6
sin” z 2ni ,,, T
—dz = (=), f(z)=sin’z
f (Z — 6)3 2! 6
Mas,
f'(z) = 6sin 2z cosz
f"(z) = 30sin? zcos?z — 6sin° 2
sin(f) =3
cos(§) = \/73
Logo,
o 13 11 84 21
Ty 30— = =22
f(6) 24 22 252 64 16’
e7



8

. Compute % o 22Z+ o dz, com v(t) = =1+ €t € [0,27].

gl
Resolucao:

Temos 2% + 22+ 2z +1 = (2 + 1)(2? + 1), sendo que as raizes de 22 + 1, i e —1,
nao pertencem ao interior da regiao limitada com fronteira descrita por . Logo,
pela férmula integral de Cauchy,

# _[MERY )
/Z3+22+z+1dz_/z—+1dz_27”f(_1)a Fz) = /(2 +1)
v ¥

(S

8
dz=mi N

/z3+z2+z+1 e

e



6. Seja 2 um aberto em C. Verifique (sem utilizar o Principio do Médulo Méximo):

(a)
(b)

Se zp € 2 é um ponto de maximo local de |f], f € H(Q), entao f'(z) = 0.

Mostre, com um exemplo, que nao vale resultado andlogo se z, é ponto de
minimo local de |f]. Isto é, exiba uma funcao f holomorfa tal que |f| tem
um ponto de minimo local em algum z, porém, f’'(z) # 0.

Atencao: A intencao deste exercicio é indicar uma outra “facil” prova para o
Principio do Médulo Méaximo. Na prova, por um lapso, nao havia o pedido para
a nao utilizacdo do Principio do Médulo Maximo. A solugao abaixo que nao usa
tal principio, combinada com parte do mostrado na resolucao da Questao 5 da
prova P3 fornece uma nova prova do Principio do Médulo Maximo (verifique).

Resolucao:

(a)

Primeira prova, utilizando o Principio do Médulo Maximo:

Seja O a componente conexa, aberta, de 2 a qual zy pertence. Entao, z
¢ também ponto de maximo local de f restrita a O e, pelo Principio do
Moédulo Maximo, f é constante em O. Logo, f' é nula em O e f'(z) = 0.

Segunda prova, nao utilizando o Principio do Médulo Maximo:
Se |f(z0)| = 0 entao é 6bvio que f(z) =0,Vz € Q, e f'(2) =0,Vz.

Se f(z9) = ug +ivg # 0, com f =u+iv, u =Re(f) e v =Im(f), entdo
u(a,y)* +v(e,y)* = [f(2)*, ondex+iy=z,
tem maximo local em (zg,vo) , To+ 1Yo = 20. Logo, derivando parcialmente,

{ Uouz(ﬂﬁo,yo) +UOU:c<$Ov?JO> =0

uOuy(an yO) + VoUy (ZE07 yO) =0 5
e, pelas equacoes de Cauchy-Riemann, u, = —v, e v, = u, e portanto
(S) UpUyg (I07 yO) + ,U()Ux(x[b yO) =0
Vo (0, Yo) — Uovz(T0,%0) =0 ,
sendo (S) um sistema linear nas varidveis a = u,(zo,%0) € 8 = v.(z0, Yo)

cujo determinante é —u2 — v = —|f(20)|? # 0.

Logo, a solucao tnica de (S) é u,(zo, yo) = vz(xo,yo) = 0; donde, f'(29) = 0.
A funcao f(z) = z,z € C, é tal que |f| tem valor minimo absoluto 0 em
2o = 0. Porém, f'(0) = 1.

Adendo: Assim sendo, se zg é ponto de maximo local entao f'(z9) = 0 e,
pelo Principio dos Zeros Isolados aplicado a f’, ou f’ é identicamente nula
na componente conexa O (aberta) de Q contendo zp ou zy é o Unico zero
de f’ num disco D(zp; R) centrado em zy e portanto, como nos pontos de
méximo locais de |f| a derivada f’ é nula, z, é o unico ponto de maximo
local de |f| restrita a D(z; R). Logo, sobre os circulos centrados em zy e
contidos em D(zp;r) o valor absoluto de | f| é estritamente inferior a | f(zo)|,
0 que nao é possivel pois contradiz o comentério a parte (a) da resolucao
da Questao 5 da prova P3. Assim, temos f'=0em Oe f =cte. em O N



7. Mostre que |cosz|? + |sin z|* = 1 se e somente z € R.

Sugestao: Utilize as expressoes para cosz e sin z de sua preferéncia:

B (_1)n22n B e* +e iz ) B (_1)n22n+1 B el* _ i
COSZ_; @)l 2 e sinz=) @n+ D! 2

Particularmente, indico as expressoes em séries.
Resolucgao:

Pelas expressoes em séries é 6bvio que (1) z +— cosz é par, isto é, cos(—z) = cosz,
e (2) z — sinz é fmpar, isto é, sin(—z) = —sinz e, devido a continuidade da
fungao conjugacao z +— Z, temos (3) o8z = cosZ e (4) sinz = sinz

Ainda, fixado z € R temos cos(zg + y) — (coszgcosy — sinzgsiny) = 0, Vy € R.
Logo, a func¢ao inteira

C 3w cos(xg + w) — (coszgcosw — sin g sin w)

se anula em R e, pelo Principio dos Zeros Isolados, é a fungao nula sobre C,
qualquer que seja xg € R. Portanto, fixado wy € C, a funcao inteira

C 3 z + cos(z + wp) — (coszcoswy — sin z sin wy)

se anula em R e, pelo Principio dos Zeros Isolados, é a fungao nula sobre C,
qualquer que seja wy € C. Provamos entao,

(%) cos(z + w) = coszcosw — sin zsinw, Vz,Vw € C .

Utilizando a identidade (*) temos que

|cosz|® + |sinz|? = coszTOSZ + sin 2 sin 2 = coszcoSZ + sin zsin z
= coszcos(—Z) — sin zsin(—z) = cos(z — Z) .

Sez=a+bi,a,beR, temos z—Z=2bi e

n=0

Mas, 7" = (—1)" e portanto,

+oo +oo
2b 2n 20 2n
|cosz|2+|sinz|2:z( ) :1—1—2( ) :

n=0

Consequentemente, |cosz|? + |sinz|?=1<=b=0 N



8. Determine a série de Laurent de f(z) = em torno de z = 3. Explicite

22(z —3)?
sua parte principal e indique Res(f;3).

—+00

Obs: o residuo numa série de Laurent Z —+ Z an(z — 2)™ é o coef. b;.
m=

(z zo

Resolugao:

Temos, para |z — 3| < 1,

1113 _1*°°( ) 1*2”
2 3+(2-3) 1+52 34 3L 3k ’
e entao
1 1V 1R k(=1)* 1 <X (n+ 1)(=1)"*! .
_§:<;>:§Z 3k (2 — _§Z 3n+1 (z=3)",
k=1 n=0

e finalmente, como (—1)""2 = (—1)",

z2(21—3)2 — 3)2 [ Z_: n+313$21 (z — 3)“]

= (Zl_/g?p + _ZQ_/§7 + Z n+31n+2 ( _3)17,—2 , 0< ’2—3’ < 3.

Logo, a parte principal é:
1/9 —2/27

(z—3)2 * z—3

e o residuo de f no ponto 3 é,

Res(f;3) = 227 |



9. Para a funcao

22— 922

&= ey

(a) Determine as singularidades e classifique-as.

(b) Indique as ordens dos polos e compute os respectivos residuos de f.

Resolugao:

(a) As singularidades sao rafzes do denominador (2+1)%(22+4): —1, —2i e +24.
Como o numerador 2% — 2z = z(z — 2) nao se anula em tais singularidades,
as trés sao singularidades nao removiveis.

(b) Ainda, como

2?2 — 22 22 -2z 3

I 1)? = 1i — 240
dm G ) ey My T 7Y
lim (+-+2i) 2% — 2z 5 22— 2z —4 4 44 40
m (2 1 = lim =
22 (z+1)2(z—=20)(2+2i) ==-2i (z+1)2(z—2i) (1 —2i)%(—4) ’
22— 22 22— 22 —4 — 4
lim (z—2i = li = 0
B o P P Bt perg § Yo v Sl S T PP

segue que —1 é polo de ordem 2 e, —2¢ e 2¢ sao polos de ordem 1.
Os residuos de f em —2i e 2¢ sdo,

A+ 4i - T
s =) = A oeca -~ G—zpE - B °
44 14 T4

Res(f;2i) = (14 2i)2(4) - (14 24)2 25

Com a notacao usual para séries de Laurent, o residuo de

by R .
f(z>_(z+1)2+z+1+nzzoan<z+1)

em —1 é o nimero by, que obtemos pela multiplicacao

9(2) = (z+1°f(2) =ba + bi(z + 1) + Y _ an(z + 1)""

n=0

e, lembrando a Férmula de Taylor para os coeficientes de séries de poténcias,
computando a derivada ¢’'(—1). Isto é,

2% —2z
R N —1 = b = / —1 = - .
es(fi -1 =h =g (1), 9l2) = S
Assim, visto que ¢'(z) = (Qz_Q)(Zz;?Z)(;Z_%)Q'Z temos
—204+6 14
Res(f: 1) = ~20+6 _

25 25



10. Determine a série de Laurent de

1

f(z) = D=1

na coroa circular centrada na origem 1 < |z| < 4.

Resolucgao:

Temos, se |z] < 4,

e, se |z| > 1,

1 1/ _1+°°<1>n_§ 1
z—l_l—%_znzo z _nzoz”“‘

Logo, se 1 < |z| < 4,

1 —(1/3)  1/3 IR 1T IR e
_ _ - |

(z—=1)(z—4) z—1 z-4 a3 L gt
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11. Se f(z) = >_ a,2™ converge absoluta/e [e uniforme/e] em D;(0) substituindo
n=0

z=¢e" 0 €0,2n], também representamos f por sua Série de Fourier de f,

+oo

() )= a.e™, 0el0,2n].

n=0

Verifique:
(a) Se dum €é 0 0 de Kronecker, 6,,, =0sen #m e d,y, =1sen=m,

1 2

— =Ml Al = G
27T 0 € nm

(b) a expressao para os Coeficientes de Fourier de f:

1 2

n = 5 i f(e®e ™0 dp .

Sugestao para (b): Multiplique (*) por e~ m € N, e integre a série obtida
termo a termo, no intervalo [0, 27| (justifique porque é permitido).

Resolucao:

(a) Se n=m é ébvio que 5 02Tr eln=mif gy = L fo% 1df =25 =1 = Gyn.

Se n # m entao,

2w i(n—m)6
1 ei(n—m)Q d6 L e

2

=0,

21 Jy :%i(n—m)o

pois 0 — e'"=™% ¢ 21 periddica.

+oo
(b) Pelas hipdteses temos > |a,| < 0o e, também pelo Teste-M de Weierstrass,

a série de funcoes Jrf:o ane™ definidas em [0, 27], converge uniformemente
(e absolutamente) T;:gungao 0 — f(e?). Logo, como a funcao 6 — e~ é
limitada (por 1), a série de fungoes Jio ane’ ™o
sobre [0, 27] & fungao f(e)e""m". "

Desta forma, podemos integrar termo a termo e obtemos

converge uniformemente

1o L Z*“’
a_ f<620>€_lm9 d@ = : : 2_ / anel(n—m)H d@ = anénm = Qm .
™ Jo
n=0 n=0

2 Jo



+o0 _
12. Se f(z) = > an(z — 20)" converge absolutamente em D1(z) e 0 < 7 < 1 entao,
n=0

(a) Igualdade de Parsevall:

1 27 ] +00
o | flzo+7€?) [7d0 =" Janl* r*"
n=0

(b) Mostre utilizando (a) a seguinte versao do Principio do Médulo Méximo:
Se | f(z0)] > |f(2)|, Vz € Di(), entdo f é constante.
Sugestoes: independentes para os itens (a) e (b), respectivamente.
(a) Substitua z = zp+re’ na expressao para f e multiplique a série para f assim
obtida pela série analogamente deduzida para f, conjugada de f. Efetue o

produto, arbitraria/e associativo, destas séries absoluta/e convergentes e |
visto que tal série produto converge uniforme/e, integre termo a termo.

(b) Integre |f(20)|% > |f(2)|? sobre o circulo unitdrio (r = 1) centrado em z.
_ [™(20)

Lembre a férmula para os coeficientes a,, = ~—
Resolugao:
(a) Consideremos r fixo, com 0 < r < 1.

+00 +o0
A série Y |ay||z — 20" = D |an|r™ converge se |z — zy| = r e pelo Teste-M

de Weierstrass segue a convergéncia uniforme em 0 € [0,27] da série de
+o0 . +oo .
fungoes Y a,r"e™ e de sua conjugada > @, r"e”"’. Obviamente,
n=0 n=0
. +00 . +00 .
flzo+7re?) =35 a,(re?®)" = Y a,rme™
n=0 n=0
(%)
+o0o +o0o .
f( 20 + rei@) — Z amrmeime — Z @Tmefzme )
m=0 m=0

Ainda, pelo Corolério 4.25 é absolutamente soméavel a sequéncia dupla

n _inl—— _m _—im@
<6LnT e "an,re ) s

. . 2
com Y " fapr"e™ @, e ™ <Y an| [@n] = (Z |an!> < o0,
n,m n,m N

e sua soma é igual ao produto das somas das séries em (*) e é também a
soma de qualquer série (todas convergindo absolutamente) formada por um
rearranjo linear [Cor. 4.25(b)] de seus termos (da sequéncia dupla). Logo,

; 2 e — +o0 ) 400 )
flzo+7re?) = f(zo+71e?)f(z+7re?) = aprte™ Y @, rme ™m0 =
n=0 m=0

. . +oo too .
— Z anrnezném Tmefsz — Z Z anmrnerez(nfm)G '
NxN n=0m=0



Entao, pelo Teste-M de Weiertrass e integrando termo a termo obtemos,
utilizando o 6 de Kronecker introduzido no item (a) da Questao 11,

1 27 oo )
o /) f(20+re?) ) dQ_Zanzz / Gy 7 1m0 gy —
m m

+00 2
= E (i, E Um T — / el qg —
0
“+o00 “+o00 —+00
n+m —  ntn __ 2 2n
= g Uy, E Um T Opm = g Ay, Uy T = E lan|<r" .

(b) Por (a) e pela férmula para os coeficientes de uma série de poténcias temos,

1
el =g [ |<ZOy2de>_/ o+ )2 db =

o0 (n)
I
n=0
Logo, a, = f™(z) = 0, para todon > 1, e

=S an(z—20)" = f(20), V2 € D(z;1) W



