Curso: MAT 220- CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL IV - IFUSP
Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Periodo: Segundo Semestre de 2009
LISTA DE EXERCICIOS 5 - SERIES DE NUMEROS E DE FUNCOES

. Escreva a expressao abaixo na forma a + ib, a,b € R.

(a) (7+40)(2-3i)+ (6 -iv2)(V2+iV5)
(b) (3+2i)(2 - 3i).

. Determine « € R para que

(a) &£ R

(b) 22 seja imagindrio puro.

. SejazeCtalque 2" =1ez#1,onde meNem>2.

(a) 1+z+22+...+2™1=0

(b) 1+2P+2% + ...2(m P =0, VpeN tal que mde(m,p) = 1. Sugestdao: Teorema de

Bézout: 3r,s€Z | rm+sp=1.

_,m+l

(c) Seze(Cezil,1+z+22+....+zm:1f_z , Vm e N*,

. Seja p e R[x] tal que p(1 1) =3+ 2i. Compute p(1+1).
. Sabendo que 1 —i é rafz de 2* — 622 + 1122 — 102 + 2 = 0, ache todas as raizes da equacio.
. Determine a e b tais que p(z) = 2* - 102% + az? - 50z + b seja um quadrado perfeito.

5

. Determine k tal que a divisdo de 322 —22% + 2% — 23 = 2z + k por 2® — 5 — 42 seja exata.

m )
. Seja pe C[z], com p(z) = ¥ a;2"7, VzeC, ag # 0. Supondo que os zeros de p estdo em
=0

uma p.a. determine estes zeros.
. Seja zg € C um ponto arbitrario.

(a) Seja p € C[z] e suponha que p(2) = agz +ai, com ag # 0. Mostre que existe um tnico

par (bp,b;) de ntimeros complexos tal que p(z) = bo(z — 29) + by, Vz € C.

(b) Seja p € C[2] e suponha que p(z) = agz?+a;z+az, com ag # 0. Mostre que existe uma
tinica terna (b;)o<j<2 de nimeros complexos tal que p(2) = bg(2—20)? +b1(z—20) +ba.

(¢) Seja p e C[z] e suponha que
m .
p(z)=>a;z"7  (VzeC, ag#0) .
§=0
Mostre que existe uma tnica sequéncia (b;)o<j<m em C tal que

p(z) = ibj(z —20)™7 (YzeQ).



10. Mostre que |2 =1 se e 6 se - =%.
11. Se z+ 1 =1, calcule |2|.
12. Resolva a equagao iz+2z2+1—-i=0.

13. (a) Mostre que E: g VzeCr
(b) Esboce o conjunto {z€C:z+ 1 eR}.

Dica: use (a) e a equivaléncia: w € R < w = w.

14. Dado w € C\ R, desenhe o conjunto P ={z¢C: i;_(uz’)l =1}.
(a+i)*+ai(1+1)

15. Compute i comaa determinacdo de v/—8i com afixo no 4 quadrante.

16. (a) Determinar a relacao entre a,b € R para que sejam reais as raizes da equagao:

(%) (Z:_i)m:mzb, meN* |

(b) Valendo a relagdo em (a), resolva (*) supondo conhecido o argumento ¢ de a + bi.

17. (a) Mostre que as rafzes da equacao abaixo sdo reais:

(%) (1”2) _lval R emenN).

1-1iz Cl-ai

(b) Compute as raizes de (*) no caso a=1e m =3.

18. Calcule a soma da série dada

+o00

1
(a) X n(n+1)(n+2)(n+3)

+o00
(b) ¥ na™ 0<a<l.
+o00
1
(©) ¥ mmmmee
+00

d) ¥ n(n+1)(n+12)....(n+p)’ onde p > 1 é um natural fixo.

19. Estude a série dada com relacao a convergéncia ou divergéncia.

+ 00

(a) z m,a>0.

+ 00

1

(b) nzz:g nlognflog(logn)]e’ a>1

+00o

1

(©) nZ::QWv O<ax<l

+oo 1
(d) nlogmya> @ >0

+0o0

(e) Zm,a>0.

20. Seja z,w € C, com |z,|w| <1 e z+w = 1. Mostre que |z +w?| < 1.



21. Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

+o00
cos® n+n?
a R
n

(b) +§ n?(1 - cos #)
n=1

() 3 log(1+L).
(d) Z \/n5+3n+

n3(logn)?
& (logn)®
(e) ¥ .
+o00
) = arctan(ng\/im)
+00

(8) ¥ (335 -1).

() 3 log(222).

12 1.3.5..(2n-1)
22. A série Z 560, ¢ convergente ou divergente? Justifique.
el

23. Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

+o00
(a) ¥ na™, onde >0 é um real dado.

+0oo n
(a) 133"

+oo 1 1
(b) ¥ s (1+2)"

+oo o

(€ T %

!
(f) X 3.5.7.. n(2n+1)
+o00

2.4.6.....(2n)
(2) Y

24. Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

+ 00 nl 2
(a‘) Z E?n))!'
+00

(b) ¥ .

+ 00

1.3.5.....(2n+1)
©) ¥ To5 @

25. Seja 0 < a < 1. A série (nao alternada) Z (- )””w é convergente.



oo

+
26. Seja 0 < a< 1. A série ¥,

n=1

w ¢ alternada e convergente.

+ 00

27. Nos exercicios abaixo determine se a série Y. a,, é convergente ou divergente. No caso de

convergécia, verifique se a convergéncia é absoluta ou condicional.

(a) ap = sin(neréJrl)

(b) an = (_l)n_l 16:34
(©) an=(-1)"" 5z
(@) 4 = (-1l

n

3
B n[1.3.5.....(2n-1)
(e) an=(-1) [m]

f) a, = ot

log(e™+e )"

28. Determine x para que a série seja convergente:

+00
135-(2n-1) _2n
(a) ¥ —Figan <
n=1
+ 00
135-(2n-1) g2n+!
(b) ’ngl 2-4-6---2n 2n+1

(©) T 2n-an

n=1

s

3

3M| 8

3

g

8
3

)
3

z"

1.35.....(2n+1) "

(2n+1)z™
n! :

=8 =8 =8 ~IM8 w8 o8

29. Determine o dominio e esboce o grafico:
+o0o +o0
(@) /@)= ¥ o () f&)= % n-a”

30. Seja (b,) uma sequéncia de termos estritamente positivos tal que

lim n(l—bz+1)=L,L¢O )

n—+oo n

(a) Se L >0 temos,

+00
(i) Existe p € N tal que Zo bP é convergente.
n=

(i) limb, = 0.



(b) Se L <0, limb, #0.

Dica: Vide “Um Curso de Calculo”, H. L. Guidorizzi, 5 ed., vol 4, pp. 71 e 489.

a) _ a(a-1)(a-2).....(a-n+1) acR-N.

31. Consideremos a sequéncia (|a,|), n>1, a, = (n =

(a) Se -1 <« entao lima, =0 ¢ (|an|)nsng, no > @, decresce.
(b) Se a < -1, « inteiro ou nao, entdo lima, # 0.
+o00
(c) Se -1<a<0entdo ¥ (z) converge condicionalmente.
n=0
+0o
(d) Se a<-1entdo ¥, (%) diverge.

n=0

Dica: Utilize o exercicio 6 acima.

+00o
32. Mostre que Y, (z):c", z € R, com o € R\ N, satisfaz,
n=0

(a) Se a >0, converge (absolutamente) se somente se x € [-1,1].
(b) Se -1 < a <0, converge se somente se x € (-1,1] e condicionalmente se x = 1.

(¢) Se a < -1, converge se e somente se z € (-1, 1).

33. Para t ¢ 2nZ e n €N [dica: compute as partes real e a imagindria da expressao em (a)],

2it | _3it nit _ e™'-1 _ sen(n%)ei(nﬂ)g_

it
(a) e +e*+ed . +e = = sen(D)
senZtcos(n+1)L sen(2n+1)L p o s
(b) cost+cos2t+.....+cosnt = sen?y cos(nil)y _ 1, 5en(@ril)y [n-nicleo de Dirichlet |.
senzg 2 2seny
cost —cos(n+i)t senZtsen(n+l)t . .
(c) sent+....+ sennt = —2 (ntg)t _ g sen(nil)y [n-nicleo conjugado].
2seny senz

+o00 +o00
34. Mostre que ) <22 e ), <2 convergem,
n=1 n=1
Sugestao: Utilize o exercicio imediatamente anterior, e o critério de Dirichlet.

35. Encontre f(x) =1im f,(z), Yz € X, e mostre que (f,) nao converge uniformemente a f.

(a) fu(z)= jlffgjg, X =R. Dica: analise em x,, = 5-.

(b) =, X =[0,+00). Dica: analise em x, = n.

(©) ful@) = (222)" sex 0 £u(0) = 1; X =K.

(d) fo(z) = (1-2nz?)e ™ X =R.

(€) fu(w)= 5 X =R.

14+z2n

() X=[0,1] e

1—x,%§xs1.

n-— X x 1
fn(x):{( 1) 0 S



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Mostre a convergéncia uniforme de (f,) em X c R nos casos abaixo.

(a) fa(z) = =222 X =R,

(b) fu(z)=e ™ sinz; X =[0,+00)
(€) fa(z)=ze™; X =R.

Determine f(x) = lirP fa(x), 2 €[0,1], e mostre que liIP fol fu(x)dz # fol( hIP fn(2))da:

nr, 0<w< o
ful@) =4 n*(5-2) g s <5

0,-<z<l.

Sendo f,(x) =

f) mas nao uniformemente. Ainda assim,

Tinaz, T € [-1,1], mostre que f,, converge simplesmente a f (determine

lim : fn(a:)da: = [3 n1—1>1}100 frn(x)dx .

n—+00

Para cada n > 1, seja fp(x) = x € R. Consideremos f(x) = hm fn(z).

nx2+1’
(a) Determine o dominio de convergéncia. Esboce os graficos de f e das fungoes f,.

(b) A convergéncia da sequéncia (f,) a f é uniforme sobre R ? E sobre [r,+c0),7 >0 ?

Para cada n > 1, seja f,,(z) = x € R. Consideremos f(x) = hm fn(x).

1+n2w4’
(a) Determine o dominio de convergéncia. Esboce os grificos de f e das fungoes f;,.
(b) A convergéncia é uniforme sobre [0,1] ? Justifique. Vide sugestéo no livro.

(d) Mostre que [y [limy o0 fo(z)]dz # lim,.ie [y fo(z)dz .

Mostre que a série dada converge uniformemente no intervalo dado.

+oo +oo "
(a) e* =X % em [-r,r],r>0. (b) Z sy em [-r,r],0<r<1.

n=0 n=1

Mostre que a fungao dada é continua.

(@) f(@)= £ =2 R (b) f(2)= £ 5, @ e [1,+00).

+00
Seja f(z) = ¥ —%=. Justifique a igualdade: fol f(x)dx = % 21 log(1+ #)



