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TEOREMA DE WEIERSTRASS

Teorema (Weierstrass). Seja f : K - R continua no compacto K de R".
Entao, f assume valor maximo absoluto e valor minimo absoluto em K.

Prova. Inicialmente, mostremos que f é limitada.

o f é limitada. Suponhamos, por absurdo, f ilimitada. O compacto K esta
contido em um cubo compacto Cy, de arestas paralelas aos eixos coorde-
nados e de comprimento L. O cubo Cj é a uniao de 2" cubos compactos
de arestas de comprimento L/2. Entao, f é ilimitada na interseccao de K
com algum destes 2" cubos. Seja C7 um tal cubo. Iterando o procedimento
obtemos uma sequéncia Cy, C1, ... de cubos compactos com arestas de com-
primento L/2", com Cj,; contido em C; para todo j > 0, com f ilimitada

em cada interseccao K nC,,. Pelo Principio dos Intervalos Encaixantes temos
() C. = {p}, com p em R™.
n=0

Dado n, existe z,, em K nC,, tal que |f(x,)| > n. Temos |z, —p| < LV/2/2" e

limz, = p. Ainda, como K é fechado, p € K. Pela continuidade de f temos
()] = lim [ £ ()| = oof

¢ Os pontos de maximo/minimo. Como f(K) é limitado em R, pela proprie-
dade do supremo existe M =sup f(K), o supremo de f(K). Suponhamos,
por absurdo, f(z) < M para todo x em K. Entao,

1 .
———, com z variando em K,

M - f(x)

é continua e, pela definicdo de supremo, ilimitada# Logo, existe a em K

com f(a) =M. O valor minimo de f é o oposto do maximo de —fm
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Maximos e minimos, locais e absolutos,

de uma funcao f em C'(K;R), K um compacto.

Definigoes topoldgicas. Seja A um subconjunto de R™.
e O ponto P de A, é um ponto interior de A se existe um raio r > 0 e
uma bola aberta B(P;r) centrada em P e contida em A.

e O ponto P de R™ é um ponto de fronteira de A se toda bola aberta,
nao vazia, centrada em P intersecta A e também R™ \~ A = A, o

complementar de A. Isto é, se para todo r >0, temos
B(P;r)nA+@ etambém B(P;r)nA° .

e O interior de A ¢é o conjunto int(A) = {z: = é ponto interior de A}.

e A fronteira de A é o conjunto 0A = {x: x é ponto de fronteira de A}.

Dado P em A, ocorre uma sé das possibilidades: ou P € int(A) ou P € 0A.

Notemos que:

(A) Pelo Teorema de Weierstrass f assume maximo e minimo (absolutos).

(B) Os pontos de maximo e minimo locais e interiores a K sao pontos
criticos e nestes o gradiente se anula. Assim, adotamos a tatica abaixo.
(1) Restringindo f a int(K') determinamos os pontos criticos.

(2) Achamos os possiveis pontos de méximo e minimo de f sobre 0K,

ou por inspecao direta ou por multiplicadores de Lagrange.

(3) Por fim, comparamos os valores de f nos pontos obtidos acima.
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