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INTEGRAL DUPLA: TEOREMA DE FUBINI E
TEOREMA DE MUDANCA DE VARIAVEIS

Definicoes.

e Particao. Sejam a,b,c, e d quatro nimeros reais. Consideremos no

plano cartesiano Ozy o retangulo
Rz[a,b]X[c,d]:{(x,y)eR2: anﬁbecSySd}.
Consideremos também as particoes arbitrarias

Pr={a=x9<z <<z, =0b}, do intervalo [a,b], e
Py={c=yo<y1 < <ym=d}, do intervalo [c,d].

O conjunto P =Py x Py = {(x;,y;) : 0<i<ne0<j<m} édito uma

particdo do retangulo R. A particao P divide R em nm sub-retangulos
Rij=[xis1, 2] x [yj-1,y;], com 1<i<nel<j<m.
Dizemos que cada sub-retangulo R;; ¢ um sub-retangulo da partigao P.

A dreade R;; é m(R;;) = Az;Ay;, onde Aw; =z, - 21 € Ay, = y;—y,-1-

Ry;j
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Figura 1: Ilustracao a particao P.
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e Somas de Darboux. Seja f: R - R uma funcdo limitada (esta
hipétese é importante na definigdo da integral de Riemann). Para
cada sub-retangulo R;; da particao P = P; x P, consideremos

Mi; =sup f =sup{f(X): X € Ry;} e my; =inf f =inf{f(X): X € Ry}.

]

As somas superior e inferior de f relativas a particao P sao, em ordem,

S(f;P) = Zn:iMijm(Rij) e s(f;P)= Zimwm(}%w)

n
i=1j=1 i=1j=1

¢ Refinamento de uma Partigao. Dizemos que uma particao P’ do
retangulo R é um refinamento de uma particdo P de R se P’ contém P.
Isto é, se P’ é uma particdo de R que contém todos os pontos de P (e
possivelmente outros pontos). Cada sub-retangulo de P’ esta contido

em algum sub-retangulo de P. Dizemos que P’ é mais fina que P.

Observacgao. Sejam P =P, x P, e P’ = P| x P} particoes de R. E fcil ver
que se P’ refina P entao a particao P{ refina P; e a particao Pj refina Ps.

Em geral, a partigao P” = (P; UP;) x (P U Ps) refina as partigoes P e P'.

Fixemos uma funcao limitada f : R - R, com R um retangulo fechado e
limitado. Mostramos abaixo que ao refinarmos uma particao de R entao,
a soma inferior cresce e a soma superior decresce. Mostramos também que
qualquer soma inferior de f relativa a qualquer particao de R é menor ou

igual a qualquer soma superior de f relativa a qualquer particao de R.



Lema 1. Seja f: R — R limitada. Sejam P e P’ duas particoes de R.
(a) Se P’ é mais fina que P entao
s(f;P)<s(f;P') e S(fiP)<S(f;P).

(b) s(f;P") <S(f;P).
Prova.

(a) Indiquemos por R;; os sub-retangulos da particao P e por R}, os sub-
retangulos de P’. Fixemos um arbitrario 12;;, que se encontra subdivi-
dido em uma colegdo de sub-retangulos R;, (vide Figura 2). Fixemos

um tal indice kl. Temos,

R

Figura 2: Tlustracao ao Lema 1.
my; = inf f(Ri;) <mj, =inf f(R},) < My, =sup f(R),) <sup f(Ri;) = My;.

Logo, m;ym(Ry},;) < m,m(R},) < M m(R},;) < M;jm(R;;). Donde,
efetuando o somatdério sobre tais indices kl obtemos as desigualdades
mym(Ri;) < Y migm(Ry) < 3 Mym(Ry,) < Mym(Ry;).
Donde, computando o somatorio sobre todos os indices 45 obtemos as
desigualdades s(f;P) <s(f;P’) <S(f;P") <S(f;P).
(b) Seja P uma partigao que refina P e P’ (vide observagao acima). Pelo

item (a) temos s(f;P) <s(f;P")<S(f;P")<S(f;P)m

Pelo Lema 1(b) segue que, fixada f, o supremo das somas inferiores é menor

ou igual ao infimo das somas superiores.



Definigao. Seja R um retangulo compacto em R? e f: R - R limitada. A

integral inferior de f e a integral superior de f sao, respectivamente,

f fx,y)dxdy = sup{s(f;P) : P é particao de R } e

f fx,y)dxdy = inf{S(f;P) : P é particao de R }

Dizemos que f é integravel (Riemann-integravel) se as integrais inferior e

superior de f sao iguais. A integral de f sobre R é tal valor, denotado

ffRf(:L’,y)dxdy.

Teorema 2. Seja f: R - R limitada. Entao, f é integravel se, e somente

se, para todo € > 0 existe uma particao P de R tal que
0<S(f;P)-s(f;P)<e.
Prova.

(<) Segue de s(f:P) < sup {s(f:Q)}<_inf {S(f:Q)) <S(f:P).

partigoes particoe:

(=) Seja € > 0. Pela hipdteses, existem duas partigoes P e P’ tais que

sup{s(f; @)} —¢/2 <s(f;P) <sup{s(f; Q)},
inf{S(f; Q)} < S(f;P') <inf{S(f;Q)} +¢/2,
com sup{s(f;Q)} =nf{S(f; Q)}.
Logo, 0 < S(f;P") - s(f;P) <e. Seja P" uma particao que refina P

e P’. Pelo Lema 1 temos s(f;P) < s(f;P") < S(f;P") < S(f;P).
Donde concluimos que 0 < S(f;P") - s(f;P")<em



PROPRIEDADES DA INTEGRAL

Proposicao 3. Sejam f e g integraveis em R e A em R. Entao,

o f+g é integravel e

/]R[f(x,y)Jrg(x,y)]dxdy:[fRf(x,y)dxdy+fng(x,y)dxdy.

e \f é integravel e

[/R[)\f(x,y)]dxdy =\ //Rf(x,y)dxdy.

e Se f>0 entao [[, f(x,y)dxdy > 0.
e Se f>g entao [[, f(x,y)dxdy > [[,g(x,y)dxdy.

Prova.

A quarta propriedade segue das trés primeiras. A terceira é ébvia. Deixa-

mos a segunda (a qual é trivial) ao leitor. Mostremos a primeira.

Notemos que se S é um sub-retangulo do retangulo R entao,
(3.1) inf f +infg < inf(f+g) e sup(f+g) <supf +supg.
S S S S S S

Sejam P, P’ Q e Q' quatro particoes arbitrarias de R. Seja P’ uma particao
refinando P e P’. Seja Q" refinando Q e Q’. Pelo Lema 1 e por (3.1) temos,

s(f;P)+s(g;P') <s(f;P7) +s(g;P") <s(f+g;P") < ff(f +9)

< [[(F+)<S(f+0:9) £ S(/:27) + (5: Q) £ S(1:2) + S(g: Q).
Donde segue,
(1P s < [y [0 <S(7:2)+5(6:0)

Computando na sequéncia de desigualdades acima, de forma ordenada e
independente, o supremo sobre as partigoes P, o supremo sobre as partigoes

P’, o infimo sobre as particoes @ e o infimo sobre as partigoes Q' obtemos

f fdxdy+ffgdxdygﬂ(f+g)gﬁ(ﬂg)gf fdmdy+f gdxdy.

Logo, f + g é integravel e sua integral é a soma das integrais de f e gm



Para caracterizar as funcoes Riemann-integraveis é 1til rever compacidade

e continuidade e definir conjuntos de conteiido nulo e de medida nula.

COMPACIDADE

Ja destacamos anteriormente e reconheceremos ao longo deste livro,
a importancia dos conjuntos compactos. Todos os interessados
em analise tem visto que é impossivel seguir sem eles.

(Frechét 1928, Espaces abstraits, p. 66)

As definigoes e os resultados nesta secao admitem ébvios andlogos em R™.
Definicoes e Notacgoes.

e Dada uma sequéncia (2, )ney em R?, e uma familia ordenada de indices
naturais distintos {n; < ny < - < m < ---} dizemos que a sequéncia

(2, )kew = (Znys Zngs - - - s Zny 5 ---) € uma subsequéncia da sequéncia (zy,).

e A sequéncia de conjuntos (X, ),y é crescente se X,, ¢ X,,,1, Vn € N.

Analogamente, (X,,),n é decrescente se X, 5 X1, Vn e N.

e Seja K contido em R? e I um conjunto arbitrario de indices. Dizemos
que U,y O; € uma cobertura aberta de K se O; é um subconjunto aberto
de R?, para todo i € I, e se K c U;e; O;.

e Um ponto p € R? é um ponto de acumulacdo de um conjunto X c R?
se, para todo € > 0, o disco aberto D(p;€) contém ao menos um ponto
de X distinto de p.

Se p é um ponto de acumulacao de X, no disco D(p; 1) existe um ponto x; de
X ~{p}. Pelo mesmo motivo, no disco D(p;rs) de raio ry = min(1/2, |z, —p|)
existe um ponto x5 de X \{p}. Iterando tal argumentacao, construimos uma
sequéncia (z,,) de pontos de X \ {p} tal que z, pertence ao disco D(p;r,)
de raio r, = min(1/n,|z,-1 — p|). Vemos assim que existe uma sequéncia
(z,,) , de pontos distintos de X \ {p}, convergente a p. Consequentemente,

para todo € >0, o disco D(p;€) contém infinitos pontos de X \ {p}.



Teorema 4. Seja K um subconjunto de R?. Sao equivalentes:
(a) Toda cobertura de K por conjuntos abertos tem subcobertura finita
(Propriedade de Heine-Borel).
(b) K é fechado e limitado (Teorema de Heine, 1872 - Borel, 1895).

(c) Todo subconjunto infinito de K tem ponto de acumulagao em K (Pro-

priedade de Bolzano-Weierstrass).

(d) Toda sequéncia em K admite subsequéncia convergente em K. (Fre-

chet, 1906 - Defini¢ao de espago sequencialmente compacto).

Prova.

(a) = (b)

Dado z € K¢, consideremos a sequéncia decrescente de discos fechados

D(z;1/n), n e N. Claramente, N,y D(2;1/n) = {2} (vide Figura 3).

'%‘

Figura 3: Ilustracao 1 a prova do Teorema de Heine-Borel.

Passando ao complementar temos U,y D(2;1/n)¢ = {z}¢ = RZ\ {2},
uma Obvia cobertura de K pela reuniao de uma sequeéncia crescente de
abertos. Por hipétese, existe N € N tal que K c D(z;1/N)¢. Passando

novamente ao complementar temos,
K¢>D(21/N)>D(2;1/N) > {z}.

Logo, o complementar K¢ é aberto e K ¢ fechado.



Mostremos que K é limitado. J& que K c U,ex D(z;1), segue que
existem z1,...,2, em K tais que K c D(z;;1) U...u D(z,;1). E claro
que K c D(0;]z1| + ... +|z,| + 1) [vide Figura 4.

D@O;R=|z1|+...+|za| + 1)

®®
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&

Figura 4: Ilustracao 2 a prova do Teorema de Heine-Borel.

(b) =(c)
Seja Z um subconjunto infinito de pontos distintos de K. Seja )y um
quadrado fechado e limitado, com arestas de comprimento L, contendo
K. E ébvio que o contém infinitos pontos de Z. Tendo construido o
quadrado @,,, com arestas de comprimento L/2", tal que @, N7 é infi-
nito procedemos dividindo @),, em quatro sub-quadrados, com arestas
de comprimento L/2"*1 e escolhemos entre estes o sub-quadrado Q41

com infinitos pontos de K (vide Figura 5).

Qo

Q1

Figura 5: Esboco a prova da Propriedade de Bolzano-Weierstrass.



Temos entao contruida por indugao uma sequéncia de quadrados @,
n € {0,1,...,}. Pelo Principio dos Intervalos Encaixantes segue que
NQ. = {p}, p em R2. Toda bola aberta centrada em p contém um
quadrado @),, com infinitos pontos de Z. Logo, p é um ponto de acu-
mulacdo de Z. Ainda, pe Zc K = K.

= (d)

Seja (z,) uma sequéncia em K. Se Z = {z, : n € N} é finito entao,
existe J = {ny; < ny < ...} tal que a subsequéncia (z,,) é constante e
portanto convergente. Se Z é infinito, por hipétese Z tem um ponto de
acumulacao z € K. Entao, todo disco D(z;r), r > 0, contém infinitos
pontos de Z. Assim, é facil ver que existem indices n; < ... < ny < ...
tais que z,, € D(z;1/k). Logo, a subsequéncia (z,, ) converge a z € K.
= (a)

Seja O um aberto arbitrario em R?. Para cada z € O, existe n = n(z) €
N tal que D(z;1/n) c O. Entao, como Q x Q é denso em R2?, segue
que existe w = w(z;n) € Q x Q tal que |w - 2| < 5. E facil ver que
z e D(w; 3-) c O (vide Figura 6).

Figura 6: Ilustracao a prova da Propriedade de Heine-Borel.

L0g07 O = UzeO D('U](Z, n)

meravel de conjuntos da colegdo enumeravel C = {Dy, Ds,...,D,,...}

: %) Assim, todo aberto O é uma uniao enu-
de discos abertos centrados em pontos de coordenadas racionais e de
raio racional.

Desta forma dada U,e; O; uma cobertura de K por conjuntos abertos,

podemos extrair dela uma subcobertura enumeravel de K, U,y Op.



Trocando O,, por O u---u O, para todo n € N, podemos supor, sem

perder a generalidade, que (O,,) é uma sequéncia crescente de abertos.

Suponhamos que U,, O, nao admite uma subcobertura finita. Logo,
para cada n € N, existe z, € K \ O,. Por hipdtese, a sequéncia (z,)
tem subsequéncia (z,,) convergente a z € K. Assim, existe NV € N tal
que z € Oy. Logo, existe n, > N tal que z,, € Oy. Por outro lado, por

construcao z,, ¢ O,, ¢ O, > Oy. Donde, z,, ¢ On?t

A defini¢ao padrao para compacidade é a enunciada no Teorema 4 (a).

CONTINUIDADE

Em cursos de Calculo em uma variavel real é visto que a descontinuidade de
uma fung¢ao pode ser de primeira espécie, também dita de tipo “salto” (os
limites laterais existem e sao distintos), e de segunda espécie (a0 menos um
dos limites laterais nao existe). Mostremos que dada f: A - R limitada,
A c R?, podemos medir sua continuidade/descontinuidade em pontos de A.
Definicao. Para cada 6 > 0 sejam

M(a, f,0) =sup{f(x) cxeAel|r-d <5}

m(a, f,8) =inf {f(x): we Aelr—a <o

oV

Figura 7: 0 <p <é=m(a, f,0) <m(a, f,p) < M(a, f,p) < M(a, f,9).

Fixado a em A, é facil ver que M (a, f,d) é uma fungao decrescente quando

d = 0 e que m(a, f,0) é uma funcado crescente quando § - 0 (v. Fig. 7).

Assim, a diferenga M(a, f,0) —m(a, f,0) é decrescente quando  — 0. Con-

sequentemente, sempre existe a oscilacdo de f em a:

OSC(fv CL) = %I_I)%[M(aa f> 6) - m(av f7 6)]

10



Proposicao 5 (Propriedades da Oscilagao). Sao validas,

(i) f é continua em a se e somente se osc(f,a) = 0.

(ii) Dado € > 0, existe um aberto O em R? tal que
{aeA: osc(f,a) <e}:(’)ﬁA.
(iii) Se A é fechado entao, para todo € > 0, é fechado o conjunto
{a € A: osc(f,a)> e}.

Prova.

(i) (=) Dado € > 0, por hipdtese existe § > 0 tal que |f(x) — f(a)| < € se
|z —al<dexeA Logo, M(a,f,d)—m(a,f,d)<2e Donde segue,
osc (f,a) < 2¢ para qualquer € > 0. Logo, osc (f,a) = 0.
(<) Solicitamos ao leitor.

(ii) Fixemos a arbitrario em A, = {a € A: osc(f,a) < €}. Entéo, existe
d =9, > 0 tal que M(a, f,0) — m(a, f,0) < e. Ainda, para um ponto
arbitrario « € B(a;0) e considerando o raio r = — |x —a| > 0, é claro
que temos B(z;r) c B(a;d). Vide Figura 8.

Figura 8: Ilustracao a Propriedade da Oscilagao

Portanto, para todo ponto x € B(a;0) n A é vélida a desigualdade
M (x, f,r) —m(x, f,r) < M(a, f,§) —m(a, f,0) < €. Assim, para todo
x na intersec¢ao B(a;0) N A temos osc(f,x) < €. Finalmente, para a

percorrendo A, escolhemos O = Uyea, B(a;9,).

(iii) Basta notar que por (ii) temos {a € A: osc(f,a) > €} = (R2~O0)n Am

11



Observacgao. Seja D o conjunto de descontinuidades da fungao f: A - R,

com f limitada. Dado € > 0, seja
D.={aeA: osc(f,a)>e}.

E facil ver que

D=DiuDiuDiu..uDiu....
2 3

3=

Definigao. Uma funcao f: A - R, com A contido em R?, é uniformemente

continua se dado € > 0 entao existe 6 > 0 tal que

|f(a) - f(b)|<ese|a-bl<d, ondeacAebeA.

Teorema 6. Consideremos [ : K - R continua, com K compacto em R2?.

Entao, f é uniformemente continua.
Prova. Por contradicao.

Suponhamos existir € > 0 tal que qualquer que seja d,, = 1/n, existam pontos

a, e b,, ambos em K, tais que
1
|0Jn - bn’ < E € |f((ln) - f(bn)| > €.

Pelo Teorema 3(d), a sequéncia (a,) contém uma subsequéncia (ay, ) con-

vergente a um ponto p em K. E facil ver que ny > 1, ny > 2, ng > 3,....
1
73
as subsequéncias (ay, ) e (b,, ) se necessario|, podemos supor sem perda de

Assim, temos |ay, — by, | < n—lk < ¢, para todo k£ em N. Entao [reenumerando

generalidade que |a, — b,| < L, para todo n € N, e que (a,) converge a p.

Pela ultima desigualdade, a sequéncia (a, — b, ) converge a zero. Portanto,

a sequéncia (b,) também converge a p. Pela continuidade de f segue,

0< e lim [f(an) = ()] =1/ () - fp)| = 0 6

12



CONTEUDO NULO E MEDIDA NULA.

Definigao. Seja D contido em R™, com n € {1,2,3}.

e D tem contelddo nulo se, dado € > 0, existe uma colecao finita de

retangulos compactos Ry, Rs, .., Ry tais que Dc RyU...U Ry e

k
Zm(Ri) <e,
-1

com m(R;) a medida euclideana (comprimento/area/volume) de R;.

e D tem medida nula se, dado € > 0, existe uma colecao enumeravel de

retangulos compactos Ry, R, .., Rg,... taisque Dc Riu...UR U ... e

Y m(R;) < e [isto 6, m(Ry) +...+ m(Ry) <€, Yk eN].

1eN
Nas defini¢oes acima de conteido nulo e de medida nula, se trocarmos a
condicao "retangulos compactos” pela condicao "retangulos abertos e limi-

tados” obtemos defini¢oes equivalentes as enunciadas. Verifique.

Exemplo 1. Seja f: R — R integravel, com R um retangulo em R?. Entao,

Gr(f), o grafico de f, tem contetido nulo em R3.

Solucgao. Utilizemos as notagoes para as somas de Darboux. Dado € > 0,
pelo Teorema 2 existe uma particao de R em sub-retangulos R;;, onde
1<i<kel<j<lI, tais que

ko1
> > (Mij - mij)m(Rij) <.

j=1

(2

A colecao de paralelepipedos S;; = R;j x [m;j, M;;] recobre Gr(f). Ainda,

> m(Rij)(Mij —mg;) <em

ko1
=1 j=1

izl;m(sij) =

j= i

Exemplo 2. Mostre que se f : [a,b] > R é integravel entdao o grafico de f

tem conteuido nulo no plano.

13



Lema 7. Seja K compacto e de medida nula. Entao, K tem contetido nulo.
Prova.

Dado € > 0, seja { R : k € N} uma colegao contavel de retangulos abertos tal
que K ¢ RiUR,...UR,U... e 15 m(Ry) < €/2. Como K é compacto, existe
N tal que K ¢ R{UR,U...URy. E 6bvio que m(Ry)+...+m(Ry) <€/2<em

Lema 8. Seja X;, Xo,...,Xj,... uma familia contdvel (enumerdvel) de con-

juntos de medida nula em R?. Entao, X = U X; tem medida nula.
jeN

Prova. Seja ¢ > 0. Como X; tem medida nula, segue que existe uma
colecao contavel de retangulos Ry, R}, R}....,R!,... satisfazendo:
€
1 1 1 1
XicRIURJU..UR[U... e Y m(R})< 3
i
Analogamente, fixado um indice j arbitrario em N, existe uma cole¢ao enu-

meravel de retangulos R{, R%,...Rg ,... satisfazendo :
X;cRIJURJU..URlU... e Zm(Rg <o
1

Entao, como NxN é um conjunto contével, segue que a colecao de retangulos
C={R/:ieNejeN} écontdvel. Ainda mais, é trivial ver que qualquer
subcolecao finita de retangulos em C estd contida em alguma sub-colegao
finita do tipo {Ri :1<i< N el<j< N}, para N suficientemente grande.

Também ¢é facil ver que

N

> m(R}) =y m(R}) + ;m(33> fo+ Y m(RY) <

j=1 i=1 =1

M=

~
1]
—_

Logo, X tem medida nula m

14



Teorema 9 (Caracterizagao - Lebesgue). Seja f : R — R limitada,

com R um retangulo fechado e limitado. Seja D o conjunto dos pontos de

descontinuidade de f. Entao, f é integravel se e s6 se D tem medida nula.

Prova.

(=)

Jé vimos que D = DyUD1U...UD1U..., D1 ={x:o0sc(f;2) > 1/n}.
Como a uniao enumeravel de conjuntos de medida nula é um conjunto
de medida nula, basta provarmos que cada D1 tem medida nula. Fi-

xemos n em N.

Dado € > 0 arbitrario, seja P uma particao de R tal que

S(f;P)—S(f;P)<%-

Seja S a colecao dos retangulos R;; em P que contém algum ponto de

D1 em seu interior. Para todo R;; em S temos M;; —m;; > % Logo,
n

L >, m(Ri;)< Y, (My; - mi;)m(Ry;) < S(f; P) - s(f; P) < =.
N Rijes Ri; €S n

Donde, Y m(R;;) <e. E claro que D1 estd contido na unido dos
Rijé "
retangulos em S com a uniao das arestas dos retangulos em P. Tais
arestas sao retangulos de drea zero e assim, cobrimos Di por um
n
nimero finito de retangulos cuja soma das areas é menor que €. Logo,

D1 tem medida nula.

Dado € > 0 temos que D, = {x € R: osc(f,x) > €} estd contido em D
e portanto tem medida nula. Pela Proposigao 5 (iii) segue que D, é

compacto. Entao, pelo Lema 7, D, tem contetido nulo.

Consideremos uma quantidade finita de retangulos abertos Ry,...,R;

que recobre D, e tal que m(Ry) + ...+ m(R;) <e.

Seja x um ponto arbitrario em R\ (RyU...UR;). Temos osc(f,z) <e.

Logo, existe um retangulo aberto R, centrado em x e de lados paralelos

aos eixos tal que a oscilacao de f em R, n R [isto é, sup f— inf f]
R.NR RanR

¢ menor que €. Entao, como a reuniao de tais retangulos abertos

R, recobre K = R~ (R1U...UR;), e K é compacto (pois fechado e

limitado), temos que existem R,,,..., R, taisque K c R,, U...UR,,,.

15



Seja C colecao de retangulos abertos { Ry, ..., R, Ryy, .., Ry, }- E 6bvio
que R estd contido na reuniao dos retangulos em C. Seja P uma
particao de R tal que cada sub-retangulo S de P esta contido em um
dos retangulos da colecao C. Separemos os sub-retangulos de P em
duas colegoes: &; com os sub-retangulos contidos em algum R;, onde
1<j<l, e Sy com os demais sub-retangulos de P.

Sejam Mg e mg o supremo e o infimo de f retrita a S, respectivamente.
Seja M tal que |f(z)| < M, para todo x em R. Notemos que, se S
pertence a & entao S estd contido em algum sub-retangulo R, com
1<j<m, etemos Mg—mg <e. Ainda, se S € Sy entao Mg—mg < 2M.
Finalmente, concluimos que

S(f,P)—S(f,P)Z Z(Ms_ms)m(s) + Z(Ms_ms)m(s)

SeS1 SeS2

!
<2M Y m(R;) + € Y. m(S)

7=1 SeSa
<2Me + em(R) m

Corolario 10. Sejam f e g integraveis em R. Valem as propriedades,

(i) fg é integravel em R.

(ii) Suponhamos f positiva [isto é, f > 0]. Entao, temos [[, fdzdy =0 se
e somente se f é nula com a possivel excecao do conjunto de medida

nula constituido por seus pontos de descontinuidade.
Prova.

(i) Sejam D(fg), D(f) e D(g), os conjuntos dos pontos de descontinui-
dade de fg, f e g, respectivamente. E ébvio que D(fg) c D(f)UD(g).
Pelo Teorema 9 temos que D(f) e D(g) tem ambos medida nula.
Entao, pelo Lema 7, o conjunto D(fg) tem medida nula. Pelo Teo-

rema 9 concluimos a integrabilidade de fg.
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(ii) (=)

Seja (x0,y0) um ponto de continuidade de f. Entao, existe um
sub-retangulo nao degenerado S [isto é, S tem drea estritamente
f(zo,y0)

positival, de R, com f(x,y) > ==3%* para todo (z,y) € S. Logo,

OSMm(S)gﬂfdxdefRf:o.

Portanto, f(zo,yo) = 0.

Seja P uma particao arbitrdria de R. Indiquemos por R;; os sub-
retangulos desta particao. Como o conjunto dos pontos de descon-
tinuidade de f tem medida nula, segue que f nao é descontinua em
todos os pontos de R;;. Logo, f é continua em ao menos um ponto
de R;;. Entao, devido a hipétese, f é nula em tal ponto. Obte-
mos entao, para a soma inferior de f em relagao a tal particao,
s(fiP) =2 ;mym(R;;) =0. Como esta soma inferior é arbitraria

e f é integravel, concluimos que a integral de f é zerom

INTEGRACAO SOBRE NAO RETANGULOS

Seja A um subconjunto limitado de R2. A func3o caracteristica de A é,

1, se (z,y)eA

xal@.y) = { 0, se (z,y) ¢ A.

Seja f: A — R uma fungao limitada e R um retangulo arbitréario fechado e

limitado que contém A. Qualquer que seja a defini¢ao de f em R\ A, temos
f@y)xale,y) = f(z,y) se (z,y) e Ae f(z,y)xa(z,y) = 0se (z,y) e RNA.

Introduzimos entao a notagao

f(x,y), se(x,y)eA

(fXA)(:L‘,y)={ 0. se (z,y) € R~ A.
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A funcao f é dita integravel em A se fyxa ¢é integravel em R. Indicamos,

ffA Fdady = ffR Fyadady.

vide Figura 9,

Figura 9: Ilustracao a definicao de f: A - R integravel
Exercicio. Verifique que a definicao da integrabilidade, e da integral, de
f: A= R independem do particular retangulo compacto contendo A.
Proposigao 11. A funcgao x4 € integravel se e s6 se OA tem contetido nulo.
Prova.

Notemos que A =int(A) wd(A). Portanto,
R? = int(A) v dAu (R?\ A).

E claro que y4 ¢ constante e continua nos abertos int(A4) e R2\ A. Se
x € 0A, toda bola aberta (ndo degenerada) centrada em x contém pontos
em que x4 = 1, e pontos em que x4 = 0. Assim, o conjunto dos pontos de

descontinuidade de x4 ¢é a fronteira de A.
Seja R um retangulo fechado e limitado tal que A ¢ A cint(R) c R.

O conjunto dos pontos de descontinuidade de y 4 restrita a R é também 0A
[verifique]. Entao, pelo Teorema 9, a funcao x4 é integrdvel em R se e s6
se 0A tem medida nula. Por fim, visto que JA é compacto, pelo Lema 7

segue que para A sao equivalentes ter medida nula ou conteiido nulom
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Exercicio. Seja f: A - R continua e A um subconjunto limitado do plano

com fronteira de contetido nulo. Mostre que f é integravel.

Como consequéncia das propriedades da integral sobre retangulos temos que
dadas duas fungoes f e g integraveis em A e uma constante real \ entao, as

fungoes f + g e A\f sao integraveis em A e valem as propriedades,

Walf (e, y) + g(x,y)dady = [[ f(x,y)dzdy + [, g(x,y)dzdy,
Jarf (@ y)dudy = X [, f(2,y)dady e

ffAf(m,y)dmdy > [[Ag(m,y)dmdy, se f>g.

Notagao. Dado X c R? e A uma constante real, seja

AX ={\x:zeX}.

Proposigao 12. Seja v : [0,1] - R? uma curva de classe C' por partes.

Entao, a imagem de «y tem contetido nulo.

Prova. E facil ver que podemos supor que y(t) = (z(t),y(t)) é C* em todo
o intervalo [0,1]. Como a fun¢ao ~'(t) é continua e limitada, vemos que
a imagem de 7' estd contida em algum quadrado @ = [-r,r] x [-r,r], com
r > 0. Pelo teorema do valor médio, fixados 0 <t < s <1 segue que existem
&1 e &, ambos no intervalo [t, s], tais que v(s)=7y(t) = (s=t)(2'(&1), y'(&2))-
Logo,

(12.1) v(s) pertence ao conjunto ~y(t)+ (s-1)Q.

A seguir, dado n arbitrario em N, consideremos a particao P = {0, %, - "T‘l, 1}
do intervalo [0, 1] e os n sub-intervalos [j/n, (j+1)/n], com j € {0,...,n—1}.
Fixemos um tal j. Dado s no intervalo [j/n, (j+1)/n], por (12.1) temos que
o ponto 7(s) pertence ao conjunto 7(%) + (s - %)Q Desta forma, definindo

P; = ’y(%) e observando que (s - %)Q c %Q, concluimos que

1
v(s) € Pj+—Q, paratodo s em [j/n,(j+1)/n].
n
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Figura 10: Ilustragao a Proposicao 12

Assim, a imagem de 7y estd contida na reuniao dos retangulos R; = P; + %Q

(transladados do retangulo £@Q), j percorrendo {0,...,n - 1}. Vide Fig. 10.

E facil ver que

m(Ro) + ... + m(Rp_y) = n(%)Q 42

n

Desta forma, é trivial concluir que a imagem de v tem contetido zero m

Definigao. Seja A limitado em R2, com fronteira de conteido nulo.
A dreade Aém(A) = [[ dxdy.
A

Lema 13. Seja A um subconjunto limitado de R?. Entao,

(i) A tem contetido nulo se somente se A tem contetido nulo
(ii) Se A tem contetido nulo entao, 0A tem contetido zero.
(iii) A tem contetido nulo se e somente se A tem &area zero.

(iv) Suponhamos que OA tem conteiido nulo. Entao, temos m(A) >0 se e

somente se A contém um retangulo nao degenerado.

(v) Se A tem drea zero entao, para toda fungao limitada f: A — R temos
ff f(z,y)dzdy = 0.
A
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Prova.

(i) e (ii) Devido & inclusio A c A, segue que se A tem contetido nulo

entao A também tem contetido nulo. Suponhamos a seguir que A tem

contetido nulo. Entao, dado € > 0, sejam Ry, ..., Ry retangulos fechados

e limitados satisfazendo A c Ry U...URy e m(Ry) +...+m(Ry) <e. E

facil ver que 9Ac Ac Ryu...URy. Logo, A e DA tem contetido nulo.

(iii) (=)

(iv) (=)

(=)

Por (ii) e pela Proposicao 11, a funcao x4 é integravel. Com a

notagao na prova dos itens acima temos x4 < g, +...+ Xr,y- Logo,

()Sf[dxdyéf d:z:dy+...+/f dxdy =m(Ry)+...+m(Ry) < €.
A Ry Ry

Como € > 0 é qualquer, segue [, dzdy = 0. Logo, A tem érea zero.

Sejam € >0 e R um retangulo compacto contendo A. Temos, por

hipétese, inf{S(xa;P) : P é particio de R} = 0. Seja P uma

particao de R, constituida por sub-retangulos R;;, satisfazendo

S(xa;P) = ¥ Myym(Ry;) < e, onde M;; =sup x4 vale 0 ou 1. Con-
irj

ij

sideremos a colecao de sub-retangulos C = {R;; : M;; = 1}. E facil

ver que temos Ac U R;; e Y m(R;)<e

ij€ RijeC
Seja R um retangulo compacto contendo A. Pelo Corolario 10
(i), a func@o positiva x4 : R - R nao é nula em algum ponto de
continuidade. Logo, existe a € A no qual x4 é continua. Como
X4 assume apenas os valores 0 e 1, segue que existe um retangulo
aberto S, contido em R e contendo a, tal que temos ya(x) = 1,

para todo x € S. Isto é, o retangulo aberto S esta contido em A.

Trivial.

(v) Seja R um retangulo fechado e limitado e contendo A. E facil ver
que R = int(A) JOAY(RNA). Em R\ A = RnA°, afuncio fya é

nula e continua [verifique, note que A¢ aberto|. Logo, os pontos de

descontinuidade de fy 4 estao em int(A) JOA, que tem conteido nulo.

Assim, fya € integravel. Seja M tal que —M < f(x,y) < M, para todo

(z,y) em A. Temos, [[,(-M)dzdy < [[, f(z,y)dzxdy < [[, Mdzdy.
Donde concluimos que [[, f(z,y)dzdy=0m
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Comentarios

e Seja f: A — R integravel e 0A de contetido nulo. Consideremos B c A
com B de conteido nulo. Vejamos que podemos trocar f sobre B
por qualquer g : B — R limitada sem alterarmos o valor da integral
de f em A. Verifiquemos que f + gxp, definida em A, é integravel
e [[,(f +gxp)dzdy = [[, fdxdy. De fato, basta ver que dado R um

retangulo compacto contendo A (v. Fig. 11) entao, pelo Lema 13 (v),

0= ff gdxdy = ff gxpdxdy = [f gxeXadxdy = ff gxpdxdy.
B R R A

R

Figura 11: Ilustracao ao comentério acima

e Dada uma funcao integravel, nao podemos altera-la livremente em
um conjunto de medida nula e mantermos a integrabilidade. Seja f
a funcdo nula, integravel e continua, no quadrado @ = [0, 1] x [0, 1].
Entao, B = @ n (Q x Q) é contdvel, denso em @, e de medida nula
(mostre). A func¢ao xp: @ — R (v. Fig 12) difere de f apenas sobre
B. Mas, xp ¢ descontinua em todo ponto e nao é integréavel.

Z

grafico de Xg

X

Figura 12: Ilustragao ao grafico da funcao X,
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O TEOREMA DO VALOR MEDIO PARA INTEGRAIS

Defini¢gao. Um subconjunto X de R? é conexo por caminhos se dados dois
pontos arbitrarios p e g, ambos em X, entao, existe uma curva continua

v:[0,1] > X com ponto inicial v(0) = p e ponto final y(1) = ¢ (v. Fig. 13).

(1)

Figura 13: Ilustragao a um conjunto conexo por caminhos

Lema 14. Se¢ja f: X - R uma funcao continua, com X um subconjunto

conexo por caminhos de R?. Entao, a imagem de f é um intervalo.
Prova.

Seja ¢ um numero entre dois nimeros f(p) e f(q), com p e ¢ pontos em
X. Por hipétese, existe uma curva continua « : [0,1] - X com v(0) = p
e v(1) = ¢. A fungao continua f o :[0,1] - R satisfaz f(7(0)) = f(p) e
f(y(1)) = f(q). Pelo Teorema do Valor Intermediario, a imagem de f o~y é
um intervalo. Logo, existe € [0,1] tal que f(y(f)) =cm

Teorema 15. Seja f : A - R integravel e continua, com A conexo por

caminhos e A com contetido nulo. Entao, existe (T,7) em A tal que

ffAf(fv,y)dxdy: F(@,7)m(A).
Prova.

Pela Proposi¢ao 11, o conjunto A tem area. Isto é, existe o nimero m(A).
Se m(A) =0, pelo Lema 13 (v) segue [[, fdxdy = 0. Neste caso, qualquer
(7,7) em A nos serve. Suponhamos, a seguir, m(A) > 0. Ressaltemos
que, pelo Lema 13 (iv), o interior de A é nao vazio. Evidentemente temos
inf f(A)=m < f(z,y) < M =sup f(A), para todo ponto (x,y) em A, e

ff fdxdy
< ?TL(—A) < M.
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Analisemos trés casos.

(i) Caso m < % < M. Por definicao de infimo e supremo, existem

(z1,y1) em A e (22,y2) em A satisfazendo

J4 fdady

f(x17y1)< m(A)

< f(x2,92).

ffA fdzdy

Entao, pelo Lema 14, o ntimero Ay bertence a imagem de f.

(ii) Caso ff;‘n{%dy = M. Temos [[,(M - f)dzdy = 0, com M — f uma fungao
continua e positiva [isto é, M - f > 0] e A um conjunto com interior
nao vazio. Pelo Coroldrio 10 (ii), a fungao M — f é nula nos retangulos

abertos contidos em A. Logo, qualquer (7,7) em int(A) nos serve.

(iii) Caso %ﬁgﬁ)@ =m. Segue do caso (ii) aplicado a func¢ao —fm

TEOREMA DE FUBINI

Lema 16. Seja f integrdavel no retangulo R = [a,b] x [¢,d]. Entao, as

fungoes definidas no intervalo [a,b],

()= [fady e 8= [ fpiy.

sao integraveis e

ff f(z,y)dzdy = fabI(x)dxz /abS(:U)d:E.
[a,b]x[c,d]

Prova.

Seja P =Py x Py uma parti¢ao de R, com P; = {xrg=a<x;<..<x,=0b}e
Po={yo=c<y1 <...<Yym=d}. Paraiem {1,....n} e jem {1,....m}, sejam
Rij = [wi1, 2] % [yj-1, 93], Axy =2 — 21, Ay; =y —yj-1, myj = inf f(Ry;) e
M;; =sup f(R;;). Com tais notagdes temos,

s(f;P) = z”: imijm(Rij) = Zn: l 3 mijij] Ax;.

i=1j=1 i=1 Lj=

—_
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Fixado x em [z;_1,7;], é facil ver que m;; < inf  f(x,y). Logo,

yelyi-1,9;5]

Mz

mi; Ay, < ’Z”: inf ]f($ay):| Ay, < ff(z,y)dy =1(x).

j=1 j=1 lye[yjlyyj

Donde, ja que x é arbitrario em [x;_1,x;], segue que

zn: [i mijij] Ax; < zn: Le[inf I(m)] Ax; =s(Z,P1).

i=1 Lj=1 i=1 Ti-1,24]
Isto é, mostramos s(f;P) < s(Z;P;1). Trocando f por —f encontramos
s(=f;P) <s(=8;P1). Donde segue, S(S;P1) < S(f;P). Resumindo, temos
s(f;P) <s(Z;P1) < S(T;P1) < S(S;Py) < S(f;P).

Assim, como f é integravel, Z é integravel e sua integral é igual a de f.

Trocando f por —f temos que -8 ¢ integravel com mesma integral que — fm

Teorema (Fubini) 17. Seja f :[a,b] x [¢,d] - R integravel.

(i) Com a possivel exce¢ao de um conjunto de medida nula em [a,b] e

de um conjunto de medida nula em [c,d], estao respectivamente bem
definidas as integrais fcdf(:r;,y)dy e fabf(a:,y)dx.

(ii) Definamos as integrais acima, nos subconjuntos em que elas nao exis-
tem, como ou a respectiva funcao integral inferior ou a respectiva
fungao integral superior. As fungoes assim obtidas, respectivamente

definidas em [a,b] e em [c,d], sao integraveis e satisfazem

[ sazay= [ [" spyivar= [* [t yyzdy
[a,b]x[c,d]

Prova. Pelo Lema 16 temos

[ab[Tf(x,y)dy—if(x,y)dy]dmzo,

com o integrando positivo. Portanto, existe um conjunto de medida nula
X c [a,b] tal que [vide Corolario 10 (ii)]

if(%y)d?/ZTf(x,y)dy=/;df(:c,y)dy, se € [a,b] N X,
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Definamos fcd f(z,y)dy, em X, como a fungao [ f(z,y)dy, ou como a fungao
Tf(:v, y)dy. Seja qual for a escolha, pelo Lema 16 temos (v. Fig. 14)

f/ fd:cdy:fab[cdf(x,y)dydx.
[c,d]

[a,b]x

Figura 14: Ilustragao ao Teorema de Fubini

Para finalizar, consideremos a funcao g : [¢,d] x [a,b] — R definida por
9(y,z) = f(z,y). E facil ver que ¢ é integravel, com mesma integral que f.

Pelos fatos ja provados temos

ff [z, y)dedy = f[ 9(y, v)dydx
[a,b]x[c,d] [c,d]x[a,b]

=fcdfabg(y,rc)dxdy
- [ iy m
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Comentarios. Mantenhamos a notacao do teorema, e de sua prova, acima.

e Se X, o conjunto dos pontos de [a,b] tais que nao existe [cdf(x,y)dy,
tem contetdo nulo entao podemos definir tais integrais em tais pontos
como qualquer valor real (por exemplo, zero). Evidentemente, segue

uma observacao analoga com respeito ao correspondente subconjunto

Y ={ye[c,d]: nao existe fabf(x,y)dx}.

e Se f:[a,b] x[c,d] = R é continua entao existem as integrais

b d
/; flx,y)dz, Yy em [c,d], e /; flx,y)dy, Yz em [a,b].

e Chamamos de integrais iteradas de f as integrais

/ab/cdf($,y)dydx e /Cd‘/abf(a:,y)dxdy.

e O teorema chamado “Fubinito” ou “Fubininho” ou “Baby Fubini” afirma

apenas que, sob certas condigoes, temos

’ df(l’,y)dydl‘= ’ bf(x,y)dfcdy-
LS .

e Se f é positiva [i.e., f >0 em todo ponto] entdao o niimero

/f f(x,y)dzdy
[a,b]x[c,d]

¢é o volume do subconjunto

{(w,y,z)eR3:an§b,c£ySd, eOSZSf(x,y)}.
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Exercicio. Sejam c¢(x) e d(x) duas fung¢oes continuas em [a,b] e tais que,

para todo x em [a,b] temos ¢(z) < d(x). Seja
B={(z,y);a<z<bec(r)<y<d(z)}.

Isto é, B é a regiao limitada pelos gréficos das fungoes ¢ = ¢(z) e d = d(x)

e as retas r =a e x = b. Vide Figura 15.

Y

Figura 15: Ilustragao ao exercicio acima

Considere f: B - R continua. Verifique que

[/Bf(x,y)dxdy = lb['/c(i()x)f(x,y)dy] dr.

Exercicio. Enuncie e verifique um resultado analogo ao apresentado no
exercicio acima para duas fungoes continuas a(y) e b(y) definidas em [c, d].

Faca um esbocgo.
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MUDANCA DE VARIAVEL

Nesta se¢ao motivamos o Teorema de Mudanca de Varidveis em duas variaveis.
Para tal apresentamos, na ordem abaixo,

(1) Um esbogo da demonstragao usualmente encontrada em textos cléssicos.

(2) Um enunciado razoavelmente geral, para este curso, do teorema.

(3) Uma demonstracao bastante instrutiva de uma versao simplificada.
Uma prova no contexto da teoria da integracao de Riemann requer uma
razoavel quantidade de cuidados, os quais sao interessantes e importantes

mas dispenséaveis em um curso introdutério (vide referéncia [7]). Uma prova

mais elegante pode ser dada com a teoria da integracao de Lebesgue.

Observagao. Sejam (a,b) e (c,d), vetores em R2, como na figura abaixo.

Yy drea(P) =
=(a+c)(b+d)
_2(;(2b2+d) _ 2%1)
b+d. ... . =ad — bc
3 3 =15 Gl
| —P
d | |
bl | |
c a a+c T

Figura 16: O Determinante e a Area de um Paralelogramo

Pela Figura 16, a area do paralelogramo determinado por (a,b) e (c,d)
é o médulo do determinante 2 x 2 cujas colunas sao dadas por tais veto-
res. Na figura acima, o determinante é positivo pois o conjunto ordenado

{{a,b),{c,d)} é uma base ordenada positivamente orientada do plano.
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(1) Esbogo de uma Prova do Teorema de Mudanca de Variavel

Consideremos uma fungao ¢ € C'(R;RR?) inversivel com inversa de classe
C', onde R = [a,b] x [¢,d] (i.e., ¢ é de classe C'!' em um aberto contendo
R). Seja B =p(R) e f: B— R continua. Seja também P = P; x Py, com

Pi={uwy=a<u;<..<u,=b} e Po={vg=c<v <..<v,=d},

uma particao de R com sub-retangulos R;; = [u;_1,u;] x [v;-1,v;], tais que
ie{l,..,n} eje{l,..,m}. Definamos Au; = u; —u;-y ¢ Av; = v; — v;_1.

Introduzamos os conjuntos (vide Figura 17)

Bij = p(Ryj) = {(5’?73/) = p(u,v) : (u,v) € Rij}'

M Rjj Bij

u X

Figura 17: Tlustracao ao Teorema de Mudanca de Variavel

Se a particao P ¢ fina o suficiente entdo, a drea de cada regiao B;; = p(R;;)

é aproximadamente a area do paralelogramo determinado pelos vetores
Oy Oy
—(uj,v:))Au; e ——(u;,v;)Awv;.
au ( ]) av ( ]) J

Isto é, 5 5
¥ ¥
au (Ui,vj)/\ 8U (u’l"vj)

Escrevamos a fungao ¢ = (1, 2), segundo suas fungoes coordenadas. Desta

area(B;;) ~ Au,; Av;.

forma, considerando a matriz jacobiana de ¢ temos

9p1 Opr
Jgp(uiavj) = 38;1 3(3:2 (uhvj)a
v v °

sendo que o determinante jacobiano é a area orientada do paralelogamo

. dp dp
determinado pelos vetores 52 (u;,v;) e 32 (us,v;).
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Portanto, temos que
area(DB;;) ~ | det Jo(u;, vj)|Au;Av;.
Introduzindo os pontos (z;,y;) = ¢(u;,v;) em B;; temos

> f (@i y)m(Big) » 3 (e (ui,vp)) det Tl (ui, v;) Aui Avy,

com o simbolo Y’ indicando o somatorio sobre todos os indices i e 5 dados.
i?j

Gragas a esta tltima aproximagao é razoavel esperar que, conforme a norma

da parti¢do P [isto é, o ntiimero |P| = max{Auy, ..., Au,, Avy, ..., Av,, }] tende

a zero, encontremos a identidade

/[Bf(f,y)dl‘dyz/]];f(QO(U,U)NdetJgp(u,v)|dudy.

(2) O Teorema de Mudanca de Variavel na Integral Dupla

Teorema 18. Seja p : K — R? onde K é um compacto em R? com fronteira
de conteudo nulo, de classe C'' em um aberto contendo K. Suponhamos
que gp(int(K)) = int(ap(K)), com ¢ inversivel em int(K) e det Jo # 0 em
todo ponto em int(K). Entao, para toda f: o(K) — R integrdvel temos,

[/f(x,y)dxdyz/ff(go(u,v))]dethp(u,'U)|dudv.

»(K)
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(3) Uma Versao Simplificada do Teorema de Mudanga de Varidveis

Teorema 19 (P. Lax - 1999). Seja ¢ € C?(R?;R?) tal que ¢(z) = x para
todo |z| suficientemente grande. Entao, para toda f em C(R?;/R) e com

suporte compacto temos

] 1))@ oldude = [[ . y)dady,

onde |(Jp)(u,v)| é o médulo do determinante da matriz Jo(u,v).
Prova.

Provaremos tal resultado apenas para funcoes diferencidaveis. O caso f

continua segue por aproximacgoes. Seja

g@y) = [ 1ty

E claro que % = f. Seja ¢ > 0 tal que Suporte(f) c @ = [-¢,c] x [-¢,c] e
o(u,v) = (u,v) se (u,v) ¢ Q. E facil ver que g(z,y) =0 se |y| > ¢ ou z < —c.

Seja R > 0 tal que p(u,v) = (u,v) se |(u,v)| > R. Assumamos ¢ > R. Temos,

(19.1) f/f e(u,v))|Jp(u,v)|dudv = ﬂ (o(u,v))[Jp(u, v)|dudv.

Escrevamos ¢ = (41, p2) segundo suas fungoes componentes. Pela regra da

cadeia obtemos,

il 0 0
J(go)=[Vyglixe iz 32” [8gv<p1 + a—ngOQ] .
EVEE 9%2 Y 1x2

Gragas a tal equacao matricial e as regras usuais para determinantes segue

d(go d(go 0 9,

(guw) % B 2V + a—ZV‘:@ _ @ Ve | _ @ det(Jp)
dp2  dpa | v Or| Ve | O -
ou ov Y2 72

Logo, encontramos a identidade

%9 o) det(F2) .00 = 2,90 0) — P20,(g0¢)

Substituindo tal expressao no lado direito de (19.1) obtemos
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fff o(u, U) |Jp(u, v)|dudv—/] —8( o) - 8 (go¢)]dudv_

Integrando por partes temos, ja que %(ic,v) =le(gop)(c,v)=g(cv),

f [ [ %(“» v)u(g o so)du]dv -

u=+c c a
ve—e S OudL (u v)(g o) (u, U)du]d

L5

:f:[g(c,v)—g(—C,U)]dv — ﬂ8ugi(u,v)(go¢)(u,v)dudv_
Q

A seguir, integrando por partes temos, ja que (g o ¢)(u,+c) = g(u, +c) =0,

[ [ [ %(“7 v)0y(g° so)dv]du -

- (T2 @oe | - [ ol @) gow)w o]

- f/ gzgi(ua v)(g o @) (u,v)dudv.
0

Subtraindo os resultados destas duas integragoes por partes encontramos

ff 3%02(u v)0u(g o ¢)(u,v) - %(U,U)av(QO@)(u7U)]dudU:

[9(0 v) = g(-c,v)]dv + R (u,v) | (gop)(u,v)dudv.
8 (9u gugv

Entretanto, pelo Lema de Schwarz as derivadas mistas comutam. Logo,

[ (2000 - F2ogoe)]dudo= [ Tote.0) - g(-c.0))do-
Q

=f U £, v)dt—[ £, v)dt]dv—
/ f f(t, v)dtdv—[ f(z,y)dxdym
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