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DIFERENCIABILIDADE, REGRA DA CADEIA, MATRIZ JACOBIANA E O
TEOREMA DO VALOR MEDIO EM VARIAS VARIAVEIS

Seja m um numero natural e {ej,...,e,} a base canénica de R™. Entao,
dados = = (z1,...,2,) e ¥y = (y1,-..,Yn), ambos em R" seu produto interno é

(z,y) = T1y1 + - + Tpyp, também denotado x-y. A norma de x é |z| = \/(z, ).

Lema 1. Seja T': R™® - R™ uma aplicagao linear. Entao,
(a) Existe uma constante C' tal que |T'(v )| < C|¥|, para todo ¥ em R™.
(b) T é continua.

Prova.
(a) Dado um vetor v = vieq + - + v,€, em R™, com vy,...,v, em R, temos
T(v)=viT(e1) + - +v,T(en).
Seja M = max{|T(61)|, e |T(en)|}. Logo, pela desigualdade triangular,
T()] < [T (er)|+ - +[onT(en)]

= [od[IT(ex) [+ -+ [on] [T (en)]

IN

0| M + -+ [v|M = nM|v|.
ixado um ponto x em e considerando um vetor h em emos
b) Fixad t R» id d tor h R™ ¢

0<|T(x+h)-T(x)| = |T(x) +T(h) - T(z)| = |h)| < nM]A|.

Logo T'(x + h) L T(x) e T é continua em x, para todo x em R"m
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A norma (operador) de T' é definida por
|7 = sup{|T(v)] : [v] = 1}.

Pelo lema, temos |T'(v)| < C, para todo v com |v| = 1. Logo, tal sup é finito. Para

uma aplicacao linear T e um vetor v # 0 temos, por definicao,
v
T =
v

T (v)| < |T|l|lv], para todo veR™

<[]

Donde segue

Definicao. Uma funcao F : ) — R™, com ) um aberto em R", é diferenciavel
no ponto p em §2 se existe uma aplicacao linear T : R* — R™ tal que

iy Fp+ ) - F(p) ~T(h) _
h—0 I

0.

Equivalentemente, F' ¢é diferenciavel em p se existe uma fungao E [dita “erro”]

definida em uma bola aberta B(0;r), com r > 0, tal que para h em B(0;r) temos

F(p+h)=F(p)+T(h)+ E(h)h|, com E(0)=0e }Lii%E(h) =0.

A aplicacao linear T é a diferencial de F' em p e é indicada

T = DF(p).

Proposigao 2 (Diferenciabilidade Implica Continuidade). Seja Q aberto
em R" e F': ) — R™ diferenciavel em p € €). Entao, F' é continua em p.
Prova.

Seja T' a diferencial de F' em p. Como T é continua na origem, temos

F(p+h)-F(p)-T(h) h—0

Fp+h) - F(p) = A B+ T(h) 2% 0.0+7(0) = 0m




Diferenciabilidade é um conceito local e a seguir simplificamos os dominios.

Teorema 3 (Regra da Cadeia). Consideremos a fung¢ao G : R™ — RP, dife-
rencidavel no ponto x, e a funcao F : RP — R, diferencidvel no ponto y = G(x).

Entao, a fun¢ao composta F' o G : R™ — R" é diferenciavel no ponto x e

D(FoG)(z)=ToS, ondeT =DF(G(z)) e S=DG(x).
Prova.

Seja h em R™, com h # 0. Notemos que 7°(0) = 0.

Avaliemos o limite, para h — 0, das duas parcelas no lado direito de

F(G(2+h)-F(G(@))-T(5(h)) _ F(G(z+h)-F(G(2))-T[G(z+h)-G(@)] |

<G(x+h)—G(z)—S(h))
Al Al 7] .

Como G é diferenciavel em = e T' é continua, a tltima (segunda) parcela tende a
zero se h — 0.

Além disso, para |h| # 0 e pequeno o suficiente segue

G(x+h)-G(z) h
s )

EahCel ¢ 4|5 (&) <1+ 5],

Quanto a primeira parcela, escrevendo v = v(h) = G(z + h) - G(x) temos

FE@@)FEENTW I oy 4
PG)) FEE)T)

0, caso contrario.

Como G é continua em x, temos v(h) - 0 se h - 0. Também temos

[v]

7 <1+ S| para |h| # 0 e pequeno o suficiente.

Entao, devido a diferenciabilidade de F' no ponto G(z), e o Teorema do Confronto,
a primeira parcela tende a 0 se h > 0m



A MATRIZ JACOBIANA

Consideremos uma funcao F': ) — R™, com 2 um aberto nao vazio em R",

diferenciavel em p pertencente a 2. Seja T : R* — R™ a aplicacao linear tal que
F(p+h)=F(p)+T(h)+E(h)|h|, Yhe B(0;r), com }limOE(h) = F(0) =0.

Proposicao 4. Com as hipdtese acima, existem as derivadas parciais
oF oF oF

a—%(p) = 8_6_;(]))7 para todo j em {1,...,m}, e T(e;)= a—x](p)
Prova.
Fixemos j em {1,...,m}. Seja h =te;, com ¢t em (-r,7) \ {0}. Temos,

F(p+te;) = F(p) + T(te;) + E(te;)lte;].

Logo,
F te;) - F t
o+ e;) W) _ 7oy s E(tej)|t—|.
Como
- t
E(te;,) Z50 e % -1,

segue que

oF L F(p+te;) - F(p) ~

a—xj(P) = lim ; = T(e;)m
Notagao. Fixemos {ey,...,e,} a base canonica ordenada de R* e {f,..., f} a

base canonica ordenada de R™. Dada uma aplicacao linear

T:R*"— R™,
escrevemos
— — —
T(e1) = anfi+-+amfm
— —
T(e_n)) = &1nf1+"'+amnfma

onde a;; € R, se 1 <t <m e 1<j<n. Ainda mais, associamos a aplicacao 7" a sua

matriz [T'] de representagao em relagao as bases canonicas supra citadas:

[T]=] : ; = [ai]-

Qm1 Omn



A matriz [T] pertence ao espago vetorial das matrizes retangulares com m
linhas e n colunas de nimeros reais: M,,,,(R). A matriz formada pela primeira

coluna de [T] é a matriz dos coeficientes de T'(e7). Se 1< j <n temos,

Qa1
[T(eN]=] : | € Mna(R).
amj
Esquematicamente escrevemos
[T]=| | T() | -~ | T(en)

Definicao. A norma (de Hilbert-Schmidt) de T', indicada |T|, é dada por

T = ) Jagl

1<i<m
1<j<n

Comentario. Vale a seguinte relagao entre a norma de Hilbert-Schmidt e a

norma do sup.

IT] <|TI<Vn|T|.
Verificagao. Mostremos duas desigualdades.

o Seja v =wvie;+---+uye, em R, Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz segue
T(0)? = gu(aﬁ, )y () < guaﬁ, o am)PloP
Logo, |T'(v)|? < |T|?|v|?. Donde segue
|7 <[T].

o Temos a;; = (T'(e;), fi) e também |T'(e;)| < |T|. Logo,

TP = z i (T (e)). fi)? = @T(ej»? <n|T|*m



Consideremos, a seguir, uma funcao F' : 2 — R™ com {2 um aberto nao

vazio de R”, diferenciavel no ponto p pertencente a €.

Definigao. A matriz jacobiana de F' no ponto p, denotada JF(p), é a matriz do

diferencial DF(p) € L(R™,R™), em relagao as bases canénicas de R" e R™.

Indiquemos um ponto = de R™ por x = (x1,...,x,) e, analogamente, um ponto
y de R™ por y = (y1,...,Ym). Entao, pelo que ja vimos na Proposigao 2 temos:

_oF

DF(p)(&) = 5

(p)-

Apresentando as componentes de F' como F(x) = (Fl(x), - Fm(x)), obtemos

OF (aF1 8Fm)

&Ej 8xj’”" (‘31;]-
Logo,
or aFl(p)—> aFm(p)—>
- = e —— = 2 m-
8!13']' p) afﬂj “ &vj c
Pela notacao introduzida concluimos que a matriz jacobiana satisfaz
OF;
JF(p) = [DF(p)] = [ai;] € Mypxn(R), com a;; = 87(17)
J
Isto é,
g (@) 50 oF
JE(p)=| : :[a ’(p)] o
OFy OFy, Yo Nga
() - =) | =

Notando que a i-ésima linha de JF'(p) é formada pelas coordenadas do vetor

gradiente de F;, se 1 <7 < n, em relagao a base canonica, identificamos

[VFm] : : o
Dado um vetor h = (hy,..., h,) em R” temos,
[ VF-] hq VFi(p)-h
JE(p)(h) = s | - ;
[ VE,] . hy, - VE.(p)-h -



As desigualdades

[VFi(p)-hl < [VEi(p)l|h], para cada 1 <i<m,

implicam

[TE@)(W)| < |JE(p)l[Al.

TEOREMA DO VALOR MEDIO

Teorema 5 (Teorema do Valor Médio). Seja F': Q2 - R um campo escalar
diferenciavel, com §2 um aberto em R". Sejam a e b dois pontos em §2 tais que o

segmento ab estd contido em ). Entao, existe um ponto p em ab tal que

F(b) - F(a)=VE(@)-(b-a).

Prova.
Consideremos, em (2, a curva

y(t)=a+t(b-a), com t em [0,1].
E claro que 7 é diferencidvel e que 7/(t) = b - a. Pela regra da cadeia a funcio

Foy:[0,1] —R,

¢ derivavel e
(Fon)'(t)=VF((t)-+'(t).

Pelo TVM em uma variavel temos
F(b) - F(a) = (Fovy)(1) = (Fo7)(0)
= (Fo7)'(to)

= VF(y(to)) -7 (to),

para algum ¢, em [0,1].
Seja p = (to), em ab. Concluimos ento,

F(b)-F(a)=VE(@p)-(b-a)m



F eC' IMPLICA F DIFERENCIAVEL

Proposicao 6. Seja F': Q) — R™, com 2 um aberto em R", e p em §). Suponha
que as derivadas parciais de primeira ordem de F' existam em todo ponto de
uma bola aberta B(p;r), centrada em p e contida em §) e com r > 0, e que tais
derivadas sejam continuas em p. Entao, F' é diferenciavel no ponto p.
Prova.

Escrevamos F = F(z) = (Fi(2),..., Fu(x)), para 2 em . Consideremos um
vetor h em R” tal que 0 < |h| < 7. Seja T a aplicagao linear cuja matriz em relacao
as bases usuais de R® e R™ é JF(p). Logo, T,,(h) = JF(p)(h) e entdo,

Fi(p+h) - Fi(p) VFi(p)-h
F(p+h)-F(p)-T(h)= 5 - :
Fn(p+h)=Fn(p) | | VE.(p)-h ]
Pelo Teorema do Valor Médio, para cada indice ¢ em {1,...,m} existe um ponto

pi = pi(h), dependendo do vetor h e no segmento que une os pontos p e p+h [0

segmento estd contido em B(p;r)], tal que

Fi(p+h) - F(p) = VFi(p:) - h.

Consequentemente,
VFi(p1)-VE(p)]| 0
F(p+h)=F(p)-T(h) _ VA o Fa | .
7 = : — | :
[va(pm)_VFm(p)]r}fh 0
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