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- neja f(:v,y) - m7 se (I’y) 7é (070)7 f(O’O) = 0.

a) f é continua em (0,0)?

b) Desenhe as curvas de nivel de f.

¢) Determine a imagem de f.

V. Exemplo 9, pp 157-158, "Um Curso de de Calculo’, vol 2, 5* edigao, Guidorizzi.
Resolucao

(a) Temos f(0,t) =0,Vt #0, e f(t*,t) =1,Vt # 0 = f nao é continua e (0,0).

(b) e (c)

Temos (Ju| — [v])? = u? — 2uv| + v?* > 0, 2uv| < uv? + v, ui'f;; < 1, se
(u,v) # (0,0) e assim, —1 < ugfjﬁ <1, se (u,v) # (0,0).
Se ¢ € [—1,1], I(u,v) tal que u3f;2 = ¢: parau = cosf e v = senf temos u?jﬁﬂ =

sen20 e, para 20 = arcsen(c), f(cosf, senf) = c. Logo, Im(f) = [—1,+1].

Para as curvas de nivel resolvemos m%ﬁf; =c¢,c € [—1,1], ¢ fixo.
Se ¢ =0 temos x = 0 ou y = 0, os eixos.
Se ¢ # 0 temos, (z,y) # 0, 22y* = cx?® + cy?, ou cx? — 2%z +cy* = 0, e
2% £ /4yt — 42yt 2(1i\/1—c2)
x = = y(—) .
2c

c

Para ¢ > 0 temos duas parabolas e para ¢ < 0 também, todas aproximando-se
de (0,0) quando (z,y) tende a (0,0). Vide desenho no livro W



2. Utilize a

Resolugao:

regra de cadeia para determinar

r=p+r+t
comu(z,y,z) =20 —y+2z, ¢ y=p—r+t
z=p+r—t
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3. Admita que o grafico de z = xy representa uma superficie propria para a prética
de esqui e que um esquiador deslize pela superficie e sempre na direcao de maior
declive. Se ele parte do ponto (1,2,2), em que ponto ele tocaré o plano zy?

Vide Exercicio 12, pg. 270, 'Um Curso de Calculo’, vol 2, 5* edicao, H.L.
Guidorizzi.

Resolucao
Seja v(t) = (x(t),y(t)) a projegao da trajetéria sobre o plano e z = f(x,y).

Bitio, /(t) = (#(), /(1) ¢ paralelo 91 2(8) = ¥ (+(0): (1) = (4(0).2(0))
0go,

;o d at P
y(t) () ' ey =gl -5

e assim, z(t)* — y(t)? = ¢, ¢ € R e, supondo (1) = (1,2) temos ¢ = —3.

Assim, uma parametrizacao da trajetoria é,

L(t) = (t, VI2+3,tV12 +3) .

O alpinista toca o solo quando a terceira coordenada de T'(t) é zero, o que ocorre
para t = (0 e neste caso, o ponto procurado é:

(0,v3,00 m



4. Determine os pontos mais afastados da origem e cujas coordenadas estao sujeitas
as restricoes 2 +4y? + 22 =4deax+y+ 2= 1.

Vide Exemplo resolvido 6, pp 330-331, "Um Curso de Caélculo’, vol 2, 5* edicao,
H.L. Guidorizzi.

Resolucgoes

Primeira Elementar e sem multiplicadores de Lagrange.

O méaximo de D*(z,y, z) = 2? +y* + 2% 6, como ? +y* + 2% < 2? + 4y? + 22 = 4,
quatro (4), obtido para y = 0. Substituindo temos, 2> + 22 =4 e 2 = 1 — z.
Logo, 22+ (1 —z)? =4 = 22?2 — 22 + 1 e, 22% — 22 — 3 = 0 e portanto,

7 1 7 1 7 1 7 1 7 1 7
\/_ \/—7Plz(_+£ao>§_§)aP2:<§_\/7_70a§+§)'

Segunda

Como (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1) pertencem ao interior do elipséide e ao plano, a
interseccao é compacta nao vazia e D? = 22 + y? + 22 tém af maximo e minimo.

Os pontos criticos de D?(x,y, z) = 22 + y* + 2% sujeito as restrigoes satisfazem,

20 2y 2z
2¢ 8y 2z |(P,) = 0.
1 1 1
Logo,
Ty z
r 4y z|=ax(dy—2)—ylx—2)+z2(x —4y) =3zy —3yz= 0.
1 1 1

Logo, 3y(z — z) = 0 e portanto, y = 0 ou z = x.

De y = 0 temos 2> + 22 =4 ez + 2z = 1. Logo, > + (1 — 2)* = 4 ou,
2% — 2z —3=0ecassim, o=+ ez=1—(3+¥) =15 ) Temos,
1 7 1 7 1 7 1 7
oL VT L VT L VT L VT
2 2 2 2 2 2 2 2

De z = z temos 72 + 2y*> = 2, e y = 1 — 2z. Portanto, 2% + 2(1 — 2x)? = 2 e

assim, 97° — 8z = x(9z —8) = 0. Logo, z =0 ou z = g. Temos entao os pontos,
8§ 7 8

P;=1(0,1,0 Pr=(=,—=,=-).

3 (7 ) ) ) 4 (97 979)

Calculando, temos D?(0,1,0) = 1, DQ(g, —g, %) = % e DQ(%j:g, 0, %:Fg) =4.

Logo, P, e P, tem maxima distancia a origem e (0,1,0) de minima W



5. Estude com relaggo a maximos e minimos locais a funcao

flx,y,2) = a3 + 2wy + y? + 2% — b — 4z.

Vide

Exercicio 15 (¢), pp 317, "Um Curso de Calculo’, vol 2, 5* edigao, H. L. Guidorizzi.
Exercicio 18 (d) da lista 6.

Exercicio 7(b) da lista 7.

Resolugao

Pontos criticos: De Vf(P) = (322 42y — 5,2z + 2y, 22 — 4) = 0 temos, z = 2,
y=—x e3x?—2x—5=3(x+1)(x—2)=0. Logo,

5 5
PIZ(_]-)172> ) PQZ(_a

—-,2).
3 3’)

Hessiano: Temos, f,, =62, foy, =2, f2: =0, f,. =0, fy, =2, f.. = 2 e entao,

6x

H(f) = "

S NN
N OO

2 =2(12z — 4) H(f) = ’ ’ = (12 — 4) .

0

Logo, H1f(P;) = —16 < 0 e assim, P, é ponto de sela ou, ainda, a diagonal de
Hf(P), a matriz hessiana de f em P, troca de sinal e entao, o ponto é de sela.

Por dltimo, H f(P,) =32 > 0, H1 f(FP2) = 16 > 0 e f..(FP2) = 10 > 0 e portanto,
o ponto P, é de minimo local W



6. Determine
4

a) A solugao geral de T =

dt

b) A solugao particular z,(t) de (a) tal que z,(0) = z,,(0) = z,,(0) = z;/(0) = 0.

Vide Exercicio 8(b), pg 291, 'Um Curso de Célculo’, vol 4, 5* edigao, H. L.
Guidorizzi.

Resolucao
(a) Temos, p(A) =M —=1= (N —-1)(A2+1) = A=1)(A+1)(A—i)(A+1). Logo,
a solugao geral da homogénea é:

xp = cre + coe”t 4 cycost + cqsent | c; €R
Obviamente, existe solugdo particular polinomial Q(t), grau(Q)) = 2. Logo,
Q™) = 0 e, substituindo na equagao obtemos —Q(t) = ? e, z, = Q(t) = —t>.
Assim, a solugao geral é:

To = cret + coe”t 4 cscost + cusent — 2.

(b) Temos,

To = et + coet + cycost + cysent — t2
Ty = ciet — et — cgsent + cycost — 2t
xl = et + cpet — czcost — cysent — 2
xh = et — et + cgsent — cycost .

t

Substituindo em ¢t = 0 obtemos,

c1+cC+c3 = 0
Cl—CQ+C4:0
cl+cp—c3=2
cp—Cc —cy =0 .

Cuja solugao ¢, ¢; = ¢; = 3, c3 = —1 e ¢4 = 0. Logo, a solugao para (b) é:

t —t
x(t):%—i—%—cost—tQ [ |



