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Boa Sorte!

1. A imagem da curva γ(t) estão contida na intersecção das supef́ıcies
x2 + 2y2 + z = 4 e x2 + y + z = 3. Suponha γ(to) = (1, 1, 1) e γ′(t0) 6= ~0.

a) Determine a reta tangente a γ no ponto γ(t0).

b) Determine os planos tangentes às respectivas superf́ıcies no ponto γ(t0).

c) Determine uma curva γ(t) nas condições acima.

Vide ’Um Curso de Cálculo’, H. L. Guidorizzi, vol 2, 5a ed., p. 255, exemplo 3.

Resolução Se f(x, y, z) = x2 +2y2 +z e g(x, y, z) = x2 +y+z, γ está contida na

intersecção das superf́ıcies de ńıveis 4 e 3 de f e g, respectivamente, com ~∇f e
~∇g ortogonais a estas. Logo, γ′ é ortogonal a ambos em P = (1, 1, 1) e, portanto,
paralelo ao produto vetorial destes, os quais são normais aos planos procurados.

(a)

γ′(1, 1, 1) ‖ ~∇f(1, 1, 1)× ~∇g(1, 1, 1) =
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= 〈3, 0,−6〉 = 3 〈1, 0,−2〉 .

A reta normal é N : (x, y, z) = (1, 1, 1) + λ 〈1, 0,−2〉 , λ ∈ R.

(b) Os planos tangentes são, respectivamente, πf : 2(x−1)+4(y−1)+1(z−1) = 0
e πg : 2(x − 1) + 1(y − 1) + 1(z − 1) = 0.

Isto é, πf : 2x + 4y + z − 7 = 0 e πg : 2x + y + z − 4 = 0.

(c) Resolvendo
{

x2 + 2y2 + z = 4
x2 + y + z = 3,

encontramos, com uma subtração, y2 = 1 e ássim escolhemos y = 1. Substituindo
tal alor na segunda equação determinamos z = 2 − x2. Logo, uma tal curva é,

γ(t) = (t, 1, 2 − t2) , t ∈ R �



2. Sejam f = f(x, y, z) e g = g(x, y) funções diferenciáveis tais que para todo (x, y)
no domı́nio de g temos f(x, y, g(x, y)) = 0.

Suponha que g(1, 1) = 3,
∂f

∂x
(1, 1, 3) = 2,

∂f

∂y
(1, 1, 3) = 5 e

∂f

∂z
(1, 1, 3) = 10.

Determine a equação do plano tangente ao gráfico de g no ponto (1, 1, 3).

Vide ’Um Curso de Cálculo’, H. L. Guidorizzi, vol 2, 5a ed, p. 224, exerćıcio 20.

Resolução Pela regra da cadeia temos,
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∂
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{ f(x, y, g(x, y)) } = ∂f

∂x
+ ∂f
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∂g

∂x
= 0

∂
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e assim,

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∂f

∂x
(1, 1, 3) + ∂f

∂z
(1, 1, 3) ∂g

∂x
(1, 1) = 0

∂f

∂y
(1, 1, 3) + ∂f

∂z
(1, 1, 3)∂g

∂y
(1, 1) = 0,

e portanto,

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2 + 10 ∂g

∂x
(1, 1) = 0

5 + 10∂g

∂y
(1, 1) = 0,

donde, ∂g

∂x
(1, 1) = −1

5
e ∂g

∂y
(1, 1) = −1

2
. Logo, o plano tangente π é dado por

π : z − g(1, 1) = −1

5
(x − 1) − 1

2
(y − 1) ,

ou,
π : 2x + 5y + 10z − 37 = 0 �



3. Determine os pontos mais afastados da origem e cujas coordenadas estão sujeitas
às restrições x2 + 4y2 + z2 = 4 e x + y + z = 1.

Vide Prova Sub, Q4, e ’Um Curso de Cálculo’, H. L. Guidorizzi, vol 2, 5a ed,
p. 330, exemplo 6.



4. Estude com relação a máximos e mı́nimos locais a função

f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3x − 3y − 3z + 2.

Vide ’Um Curso de Cálculo’, H. L. Guidorizzi, vol 2, 5a ed., p.317, exc. 15 (b)
e, também, lista 6, exerćıcio 18 (b) e, ainda, lista 7, exerćıcio 7 (a).

Resolução

Como f está definida em R
3, seus pontos cŕıticos são interiores e são dados por

~∇f = 〈3x2 − 3 , 3y2 − 3y , 3z2 − 3〉 = ~0. Isto é, x = ±1, y = ±1 e z = ±1:

P1 = (1, 1, 1) , P2 = (1, 1,−1) , P3 = (1,−1, 1) , P4 = (1,−1,−1) ,

P5 = (−1, 1, 1) , P6 = (−1, 1,−1) , P7 = (−1,−1, 1) , P8 = (−1,−1,−1) .

Computando o hessiano de f encontramos,

Hf =
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∣
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0 6y 0
0 0 6z
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= 216xyz , H1 =

∣
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6x 0
0 6y
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∣

∣

= 36xy .

Nos pontos Pi, i = 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7, a diagonal da matriz hessiana troca de sinal
e estes são então pontos de sela.

Em P1 temos H1 > 0, H > 0 e fxx > 0 e então, P1 é ponto de mı́nimo local.

Em P8 temos H1 > 0, H < 00 e fxx < 0 e então, P8 é ponto de máximo local �



5. Determine a solução geral das EDO’s:

a) x′′′ − 8x = 4 + t.

b) x′′ − x = cost.

Resolução

(a) O polinômio caracteŕıstico é p(λ) = λ3 − 8 e λ = 2 é claramente uma ráız. É
fácil verificar que λ3 − 8 = (λ − 2)(λ2 + 2λ + 4) e que {2,−1 −

√
3i ,−1 +

√
3i}

é o conjunto das ráizes, todas simples, de p(λ).

A solução geral da equação homogênea associada é,

xh = c1e
2t + c2e

−tcos
√

3 t + c3e
−t sin

√
3 t , c1 , c2 , c3 ∈ R.

O problema, é óbvio, tem uma solução particular xp(t) = − t
8
− 1

2
.

A solução geral é,

xg = c1e
2t + c2e

−tcos
√

3 t + c3e
−t sin

√
3 t − t

8
− 1

2
, c1 , c2 , c3 ∈ R.

(b) O polinômio caracteŕıstico é p(λ) = λ2 − 1 e a solução geral da equação
homogênea associada é,

xh = c1e
t + c2e

−t , c1 , c2 ∈ R .

Como f(t) = cost = cos1.t e 1 é ráız simples de p = p(λ) temos uma solução
particular da forma xp(t) = Acost + Bsent, A ,B ∈ R.

Logo, x′

p = −Asent + Bcost, x′′

p = −Acost − Bsent e, substituindo na equação,

x′′

p − xp = (−Acost − Bsent) − (Acost + Bsent) = cost ,

isto é,
−2Acost − 2Bsent = cost .

Logo, −2A = 1 e −2B = 0 e, portanto, A = −1

2
e B = 0.

A solução geral da equação é

xg = c1e
t + c2e

−t − cost

2
, c1 , c2 ∈ R �


