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Boa Sorte!
1. A imagem da curva ~(t) estdao contida na interseccao das Sugeficies
224+ 2y* +2z=4e 2?4+ y+ 2z =3. Suponha y(to) = (1,1,1) e 7/(to) # 0.
a) Determine a reta tangente a 7 no ponto y(to).
b) Determine os planos tangentes as respectivas superficies no ponto 7(to).
¢) Determine uma curva (t) nas condigoes acima.

Vide 'Um Curso de Célculo’, H. L. Guidorizzi, vol 2, 5* ed., p. 255, exemplo 3.

Resolugao Se f(x,y,2) = 22 +2y°+ 2 e g(x,y, 2) = 22 +y+ z, 7 estd contida na
interseccao das superficies de niveis 4 e 3 de f e g, respectivamente, com v fe
ﬁg ortogonais a estas. Logo, 7' é ortogonal a ambos em P = (1,1, 1) e, portanto,
paralelo ao produto vetorial destes, os quais sao normais aos planos procurados.

(a)

) ) i J ok
Y(1,1,1) || VA1, 1,1)xVg(1,1,1)=|2 4 1| = (3,0,—6) =3(1,0,—2) .
2 1 1

A reta normal é N : (z,y,2z) = (1,1,1) + A (1,0,-2) ;A € R.

(b) Os planos tangentes sao, respectivamente, 7 : 2(z—1)+4(y—1)+1(2—1) =0
emyg:2(r—1)+1(y—1)+1(z—1) =0.
Istoé, mp: 20 +4dy+2—-7=0em;:20+y+2—-4=0.

(c) Resolvendo

2+ 2 +z2=4

P +y+z=23,
encontramos, com uma subtracao, y?> = 1 e dssim escolhemos y = 1. Substituindo
tal alor na segunda equacao determinamos z = 2 — 2. Logo, uma tal curva é,

yt)=(t1,2—t}),tcR A



2. Sejam f = f(x,y,2) e g = g(z,y) fungdes diferenciaveis tais que para todo (z,y)
no dominio de g temos f(z,y,g(z,y)) = 0.
of

of of
h 1.1 =92 2L - 'l
Suponha que ¢g(1,1) = 3, o —(1,1,3) = 2, o (1,1,3) =5e P

Determine a equacao do plano tangente ao grafico de g no ponto (1, 1, 3).
Vide 'Um Curso de Calculo’, H. L. Guidorizzi, vol 2, 5* ed, p. 224, exercicio 20.

(1,1,3) = 10.

Resolucgao Pela regra da cadeia temos,

ol f(2,y,9(z,9) } = a_f 8_fg_g _o
e assim,
%(1,1,3) + 2(1,1,3)2(1,1) = 0
(1,1,3) + 4£(1,1,3)82(1,1) = 0,
e portanto,
2+102(1,1) =0
donde, %(1, 1)=—1e 2_2(1, 1) = —1. Logo, o plano tangente 7 é dado por
1 1
T Z_g<1’1):_g(x_1)—§(y—1) |
ou,

T 20 +5y+102—37=0 W



3. Determine os pontos mais afastados da origem e cujas coordenadas estao sujeitas
as restricoes 22 +4y? + 22 =4deax+y+ 2= 1.

Vide Prova Sub, Q4, e 'Um Curso de Célculo’, H. L. Guidorizzi, vol 2, 5* ed,
p. 330, exemplo 6.



4. Estude com relagao a maximos e minimos locais a funcao

f(x7yaz):x3+y3+23_3$—3y—32+2

Vide 'Um Curso de Célculo’, H. L. Guidorizzi, vol 2, 5* ed., p.317, exc. 15 (b)

e, também, lista 6, exercicio 18 (b) e, ainda, lista 7, exercicio 7 (a).
Resolugao

Como f estd definida em R3, seus pontos criticos sao interiores e sao dados por
Vi=(32?—-3,3y?-3y,322=3)=0. Istoé, s = +1,y =+l e z = +1:

Pl:(:l?l’]') ) P2:(1717_1) ) P3:(17_171) ’ P4:(17_17_1)a
P5:(_1’171) ) PGZ(_1717_1) ) P7:(_17_171) s PSZ(_L_L_l)

Computando o hessiano de f encontramos,

6x 0 O 6z 0
Hf=| 0 6y 0 | = 216zyz le‘ 0 6 ‘ = 36y .
0 0 62 4

Nos pontos P, i = 2,3,4,5,6,7, a diagonal da matriz hessiana troca de sinal
e estes sao entao pontos de sela.

Em P, temos H; >0, H > 0 e f,, > 0 e entao, P, é ponto de minimo local.
Em Pg temos H; > 0, H < 00 e f,. < 0 e entao, Ps é ponto de maximo local W



5. Determine a solugao geral das EDO’s:
a) 2" —8r =4+t.

b) 2" — x = cost.
Resolugao

(a) O polinémio caracterfstico é p(A) = A3 —8 e A = 2 é claramente uma rafz. E
facil verificar que A* — 8 = (A — 2)(A2 + 2\ +4) e que {2, -1 —V/3i, -1 +/3i}
é o conjunto das raizes, todas simples, de p(A).

A solucao geral da equacao homogénea associada é,

T, = et + Cge_tCOS\/gt + c3e tsin V3t , c1,c2,c3 €R.

O problema, é ébvio, tem uma solugao particular z,(t) = — é — %
A solugao geral é,
2t —t _t . t 1
Ty = cre” + cpe cosV/3t + cse sin V3t — 3 3 c1,Cy,c3 €R.

(b) O polindmio caracteristico é p(A\) = A\ — 1 e a solugdo geral da equagao
homogénea associada é,

t —t
xp=ce + e ", 1,0 €R.

Como f(t) = cost = cosl.t e 1 é raiz simples de p = p(A\) temos uma solucao
particular da forma x,(t) = Acost + Bsent, A, B € R.

Logo, m; = —Asent 4+ Bcost, x;’ = —Acost — Bsent e, substituindo na equacao,

x, — x, = (—Acost — Bsent) — (Acost + Bsent) = cost ,

isto é,
—2Acost — 2Bsent = cost .
Logo, —2A =1e —2B = 0 e, portanto, A = —% e B=0.

A solucao geral da equacao é

cost
t —t
Ty =C1€ + g€ 5 ci,oe R W



