Prova Substitutiva de M AT2127 - Calculo II - Quimica
29 Semestre - 18/12/2009
Prof. Oswaldo Rio Branco de Oliveira
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0, (z,9) = (0,0)
(a) f ¢é continua em (0, 0)?
. of of ,
(b) Determine 3. © o em (0,0) e também nos pontos (x,y) # (0,0).
(c) f ¢é diferenciavel em (0, 0)7
(d) f é diferencidvel em R* — {(0,0)}?.

Resolugao (a Lista 4-B era especifica sobre diferenciabilidade):

(a) Temos, (2% + y?)| sin (@ | < |22 + 42| e, pelo teorema do confonto,

lim )f(x,y) = 0= f(0,0). Logo, f é continua em (0, 0).

(z,y)—(0,0
(b) Temos,
[ 22(0,0) = tim L2100 _ g P05 — Jiy sin () = 0
%(O, 0) = 11/12% £ yy:g(o,O) _ yif% Y 81;1%2 — %iil(l)ysin(y%) —0
g—i(w,y) = 2z sin gﬁ—}ryg> + (2% + y?)cos @) ﬁ (z,y) # (0,0)
\ g—y(x,y) = 2y sin ﬁ—}ry» + (2% + y?)cos xg—}r?ﬁ) ﬁ ,(z,y) #(0,0) .

(¢) Temos E(h, k) = f(h,k)—f(0,0)—f.(0,0)h—f,(0,0)k = (h*+k?) sin (}12#%2),
E(h, k 1
(thl)iiI%O,o) \/% =V h2 + ]{Z2 SiIl (m) = 0 , € f é diferenciével em (O, O) .

(d) Em R? —{(0,0)}, f. e f, sdo continuas e portanto f é diferencidvel W



2. Seja f: IR* — IR diferencidvel e suponha que f satisfaz a relacao de Euler

x % (z,y) +y g—g (z,y) = A f(x,y), A fixo.

Mostre que f ¢ homogénea de grau A. Isto é,

fte ty) =t f(z,y); Y(z,y) € R?, ¥Vt > 0.

Atencao: Esta é a questao 3 da lista 6-B, lista sobre a Relacao de Euler solic-
itada por alunos, e é a reciproca a afirmacao em Q7 na prova P2, resolvida no
gabarito da P2, tendo também sido provada em sala de aula apds a P2.

Resolucao:

Dividindo f(tx,ty) por t* e derivando em relacao a t temos

%{t"\f(tx,ty)} = MM f(ta, ty) + t_’\[g—i(tx,ty)x + g—g(tx,ty)y] :
e entdo, utilizando a expressio na relacio de Euler,
g—i(tx,ty)x + g—i(tx,ty)y = H%(m, ty)tr + g—‘;(tx,ty)ty] = m :
Logo,
%{ t= f(tw, ty) } = XMt ty) + AN f(t,ty) =0

e portanto a fungao (0, +00) > t +— t~* f(tx, ty) é constante e avaliando em t = 1,
2 f(t,ty) = 1.f (2,) ¢ > 0Y(2,y);

donde, f(tz, ty) =t f(z,y) M



3. Determine as equagoes do plano tangente e da reta normal a superficie

(%) 2?4y — 22— 2wy + 5y = 4,

no ponto (1, 1, 1).

Resolugao:

A superficie S dada é a superficie de nivel 0 da funcao
flx,y,2) = 2® +y* — 2* = 2xy + B2y — 4,
cujo gradiente satisfaz

Vi(z,y,2) = (20— 2y,2y — 20+ 52, -2z +5y) , e Vf(1,1,1) =(0,5,3) #0.

Logo, como %(1, 1,1) = 5 # 0, o gradiente de f é ortogonal a S [provado em
aula e vide também Lista 6 Exercicio 1 e, ainda, o Teorema 2 nas notas intuladas
Implicitas’ sobre o Teorema das Funcgoes Implicitas disponibilizadas na pagina
destinada ao curso e, por ultimo, paginas 239 e 252-253 no livro 'Um Curso
de Célculo’, H.L. Guidorizzi, Vol 2, 5* ed., LTC Editora]; isto é, ao plano 7

tangente a S em (1,1,1). Assim sendo temos,
7: Oz—1)+5@y—1)+3(z—-1)=0,
e a reta normal N pedida é dada pela equacao,

N: (z,y,2)=(1,1,1) + X(0,5,3) W



4. Determine a distancia entre as retas

ree=14+X\ y=146) z=2\, XeR
stx=142u, y=5+1dbu, 2=-2+6pu, peR.
Sugestoes: Utilize ou geometria cartesiana ou geometria vetorial ou multipli-
cadores de Lagrange ou, ainda, o hessiano para uma funcao em duas variaveis.
Atencao: Esta questao é similar a questao 6 pedida na prova P1.

Resolucgoes:

Primeira solugao, via geometria cartesiana:
As retas r e s nao sao paralelas e portanto ou sao concorrentes ou sao reversas.

Um ponto P = (x,vy, z) € R? pertence ao plano 7 que contém a reta r e é paralelo
a reta s se e somente se [note que (1,1,0) € rJ:

r—1 y—1 2—-0
0= 1 6 2 =6(x—1)—2(y—1)+32=06x—2y+32z—4.
2 15 6

A distancia procurada é entao a distancia de qualquer ponto de s ao plano 7.
Escolhendo (1,5, —2) € s obtemos (utilizando a férmula para a distancia):

161 —-254+3.(-2)—4] 14
VET 2+ 7

Segunda solucgao, via geometria vetorial
Se A=(1,1,0) er, B=(1,5,-2) € s, v, = (1,6,2) e 1; = (2,15,6), a dist. é

d =2.

S |AB- [ x W]

@ < 7]

Mas,

0 4 -2
1 —_8—
d:? 1 6 2 :| 87 6|:2I
2 15 6

Vide préxima pagina.



Terceira solugao, também via geometria vetorial:

Sejam
P =(14+X, 146X, 2X), XeR
Q =04+2u,5+15u,-2+6p), peR,

pontos arbitrarios de r e s, respectivamente.

Nos particulares pontos P e () tais que a distancia entre r e s se realiza devemos
ter m ortogonal as retas r e s. Logo, @ paralelo a

i j k
U—;XTSZ 1 6 2 = <67_273>
2 15 6
e portanto,
i j k
PO x(6,-2,3) = | A—2u —4+6\— 154 2\ +2—6u | = (0,0,0) ,
6 —2 3

donde obtemos o sistema linear com trés equagoes e duas incognitas,

3(—4+ 6\ — 151) + 2(2A +2 — 6p) =0

—3(A = 2u) + 6(2A + 2 — 6p) =0
—2(A—2u) —6(—4+6A—154) =0,
que reescrevernos
2\ —5Tu =38
oA —30p =-—12

—38\ +94p = —24,

que tém solucao tunica

44 16
A= — = .
7 ¢ P77
Logo,
51 271 88
P=(14+X\,146) 2\ :(—,—,—),
(1+ + ) 7007 07
39 275 82
Q:(1+2,u,5+15u,—2+6u)=(—,—,—),
7007 07
e a distancia ente r e s é:
144 16 36 196 14
|@| 49+49+49 49 7



Quarta solugao, via Multiplicadores de Lagrange:

Indicando por P, = (z1,y1,21) os pontos da reta r e por Py = (xg,ys,22) 08
pontos de s, as equacgoes simétricas de r e s sao,

r x—l_yl_l 2
1 6 27
.’L'Q—l y2—5 22+2
S = =
2 15 6

Computemos entao o ponto de minimo da funcao em seis variaveis
D . _ _ 2 o 2 . 2
(1,y1, 215 T2, Y2, 22) = (01 — 22)" + (Y1 — ¥2)” + (21 — 22)
sujeita as quatro condigoes, em que cada par define r e s, respectivamente:

6I1 —U1 -5 =0
(1 -3z -1 =0

1533'2 —2y2 -5 =0
2y2 —522 —-20 =0 .

Analizemos entao,
L(x1,y1,215 T2, Y2, 225 @, 3,7,6) = (21 — 372)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2+

—a(6x; —y; —5) — By — 321 — 1) — y(1529 — 2y3 — 5) — 0(2y2 — 5z — 20)

Os pontos criticos de L satisfazem o sist. lin. com dez equacoes e dez incdgnitas

(% :2(1‘1-1‘2)_606 :O :>$C1—332:304
g_i :_2('T1—I'2)—15’y =0 = x1—$2:—157’y
g_;i :2<y1_y2>+&_ﬁ :O :>y1—y2:B_Ta
(%) 376 =2(21 — 22) + 30 =0 = zl—ZQZ_%
g_zé :_2(Z1_22)+55 =0 :>Zl—22:%5
(‘)_ﬂ :y1_321_1 :O
9v = 15mp—2yp =5 =0
| % =2 —52%-2 —0 .
Temos entao,
Sl 56 B—a -¥43 3y
(0% 2 ) 6 3 . 9 5 = 5
Logo,
5 5 3



e a distancia d procurada satisfaz

25
P =(r1—2) 4+ (Y1 — )’ + (21— )’ =97+ (y = §)* + —6° =

4
2% , 25, 25 9, 25, 9
= = - T I = 221941 Z
9><4’y+4’y+4><47 47[+ +4]
BE RPN
IO AR

Logo,

~ A . . . 35
uma equagao para a distancia pedida é: d = ZM .

Isolando x1, y1 € z; em um de cada um dos trés primeiros pares de equacoes em
(*), respectivamente, e reescrevendo as quatro ultimas equagoes obtemos,

(71 =2+3a  =ap— 2

Y =p+ty—0 =p+F

_ 38 _ 15

(**) 21 —Zg—? —ZQ_T’Y
61 —y1 =95
y1 —3z =1
15x2—2y2 =5

2y2 - 52’2 =20.

\
Entao, substituindo as trés primeiras equacoes na 4% e na 5* equagoes obtemos

R G S
(2 +%) —3(—7) =1,

e entao juntando a esta duas equagoes a 6* e a 7* equagdes do sistema (**):

6[132 — Y2 + 0.22 — 9577 =5
0.9 + 2y — 52z + 0y =20

O.ZEQ +y2 —322 + SL?T’Y =1.

Dividindo a primeira equagao por 15, a segunda por 6 e a terceira por 2 obtemos,

(5 —%yz Z%
T =gy - =3
+y2 —gZQ =10

\ +Y2 —32’2 S?Tfy =1.




Entao, multiplicando a primeira equacao acima por -1 e somando a segunda e,
ainda, multiplicando a terceira por -1 e somando a quarta equagao obtemos

( 2 _ 1
T2 —15Y2 =3
_1 _ 9y 1
3092 12 =3
_5 =10
+y2 222 —
_1 55y _
. 222 + 1 =-9.

Multiplicando a 2* equagao acima por 30 e somando-a a 3% obtemos,

(2, —%?ﬁ Z%
—Y2 —% =15
—322 —% =25
L —%22 —1—5‘?77 =-9.
Agora, multiplicando a terceira linha por —% e a quarta linha por -2,
[z, —12—5192 Z%
—1Ys —@ =15
425 495y = -10
\ 2, =52 =418

e multiplicando a terceira linha por -1 e somando a quarta linha,

(2, —%Zn I%
~Ya T =15
+zo 495y = -—10
245
\ _TPY = +28,
Logo,
56 8
245 35
e a resposta e a distancia procurada é,
35 35 8
d=—]|=—x—= = 2.
4 4 35

Tal resolugao nos da os pontos sobre r e s que realizam a distancia, 2, entre elas.
Determinando os parametros restantes «, 3, e § obtemos,

5y 4 4 3y 12
= —— = — = — = —— (5: _—— = —
@ y —7o I=me=—%, 2~ 35



e assim o ponto (g, Y2, 22) sobre a reta s é tal que:

82 275 39
= — = — XTo = —
7 y Y2 7 ) 2 7 ;

e com as trés primeiras equagoes do sistema (**) identificamos (z1,y1, 21).

zZ9

Quinta solugao, via hessiano:

Sejam

Q =04+2u,5+15u,-2+6u), neR,

pontos arbitrarios de r e s, respectivamente.

{P =(1+X, 146X, 2X), XeR

O quadrado da distancia entre P e () é dado pela expressao,
DA, i) = QP> = (A= 2u)% + (=4 + 6A — 151)% + (2A + 2 — 6p)2 =
(N =4 pu+4p°) + (1643622422502 —48\+120u— 180 1) + (4N>+4+361°+-8\—24\p—244) =
= 41M% + 26517 — 208 — 40\ + 964 + 20 .

O gradiente de D ¢,
VDX, p1) = (82X — 208 — 40, 530 — 208\ + 96) |,
e os pontos criticos da funcao D sao dados pelo sistema

A1\ — 1044 — 20 =0
— 104\ + 2651+ 48 = 0,

com solucao A\ = % epn= % (verifique).

A matriz hessiana de D no ponto Py = (% , %) é,
82 =208
H(D) (o) = { —208 530 , ]
sendo que B;TQ(PO) = 82 > 0 e o determinante hessiano,

H(D)(Py) = det{H(D)(P,)} = 82 x 530 — (208)%> = 196 > 0 .

Logo, P, é ponto de minimo local de D e, como é o inico ponto critico de D, que
mede a distancia entre dois pontos arbitrarios das retas r e s, segue que estas
nao sao paralelas (como ja observamos) e portanto ou sdo concorrentes ou sao
reversas. Ainda mais, geometricamente segue que P, é de minimo global.

Substituindo os valores encontrados para A e i obtemos,

51 271 88
P=(1+X,1+6),2\ :<_7_,_>
(1+ +6 ) R
39 275 82
Q= (1+20,5+150, -2+ 6p) = (5,72, )
TOT T
Entao, a distancia ente r e s é:
144 16 36 196 14
POl =/~ + — + > ——=2

49 49 29 V19 T 7



5. Verifique que existe e é tnico, e determine, o ponto P no plano

midr 42y + 2 =12,

cuja soma dos quadrados das distancias de P a (0, 0, 0) e (1, 1, 1) seja minima.

Atencao: Questao da Lista 7, exercicio 8, e também da Lista 6, Exercicio
21, que foi resolvido em sala e, por fim, resolvido como Exemplo 3 nas notas
“Multiplicadores de Lagrange” disponibilizadas na pagina destinada ao curso.

Resolugao:

Geometricamente, se K é uma bola fechada que contém os pontos dados e inter-
secta o plano dado, o ponto procurado pertence a K e é entao o minimo absoluto
da fun¢do D(z,y,z) = (x—0)?+ (y—0)*+ (2 —0)*+ (z —1)*+ (y—1)* + (2 — 1)?
restrita ao compacto K. O Teorema de Weierstrass assegura a existéncia de tal
minimo.

Pelo Teorema 2 os extremantes de D(x,y,2) com a restrigao 3z + 2y + z = 12
satisfazem:

ﬁD(x,y,z):)\(B,Q,l) , AER,

ou, eliminando o parametro A,

) i j k i j k
O=|22+2(x—-1) 2y+2(y—1) 22+2(z—-1) = 2| 2x—1 2y—1 2z2—-1
3 2 1 3 2 1

Desta forma é claro que desenvolvendo o segundo determinante pela primeira
linha temos, (2y — 1 —4z+2)i — (22 —1 —62+3)] + (4o —2— 6y +3)k =0 ¢
portanto, 2y = 4z — 1 e x = 3z — 1; donde, substituindo na equacao do plano,
obtemos 3(3z — 1)+ (42 — 1) + 2 =12

_ 16, _ 25 .. _ 34 . p _ (34 25 16
ez=1;,Y=1; ex =73 Logo, o ponto procurado ¢ P, = (14,14,14>.

Atencgao: neste caso também podemos eliminar A mais simplesmente com as
equacoes
20 +2(x — 1) 2y+2(y —1) 224+2(z—1)

3 N 2 N 1 (=5 m




E1l. Determine a solugao (real) geral da edo

2" — 22’ + 2 = telcos t.

Resolucao:
Atencao: Equacio similar a edo 2” — 22’ + 2z = t?e’cost pedida na prova P3.

O polindmio caracteristico é p(A) = A\? — 2\ + 2, cujas raizes sao 1+ 1. Assim, a
solucao geral da edo homogénea associada é

x), = crefcost + coelsint, c¢y,co €ER .

= Q(t)e"* da edo

Existe solugao particular complexa na forma z,(t)

2" — 22 4 22 = eIVt

com @Q(t) um polinémio satisfazendo a edo
Q+r(MQ +p(v)Q=1t, y=1+1i.

Como p'(y) =2X =2, p'(1 4+ i) = 2i e p(y) = 0, segue que Q) satisfaz,

Q" +2iQ) =t

logo, ' é um polinomio de grau 1, donde escrevemos ()’ % + a e obtemos a
equagao 2% +t+2ai=tea= ;11. Assim,
it? ot

t+1_ it+1 L 0= N
- a 4 4 47

LAY »
__+—>e(cost+zs1nt),

tetcost  t2etcost
xp(t) = Re(zp) = 4 + 4

Y

e a solucao geral real da edo inicial é,
telcost  t?etcost
C1,C € R N

x(t) = crecost + cpe’ sint + 1 1 ,




E2. Determine a solugao (real) geral, da edo

2" — 42" + 5’ — 20 = t3el.

Resolucao:

O polindmio caracteristico é
pA) =X 4N+ 5 N —2=(A—1)*(A—2) .
Logo, a solugao geral da edo homogénea associada a edo dada é,
xp = c1e' + cotel + 036%, c1,c0,c3 €ER .

Sabemos que existe solugao particular da forma

com ) = Q(t) um polinémio satisfazendo a edo,

() Lo g Mg 2o

E claro que p”(A) = 3! e também que, como 1 é raiz dupla, p(1) = p'(1) = 0.
Ainda mais, p'(A\) = 3\ — 8\ + 5 e p”(\) = 6\ — 8 e portanto p”(1) = —2.

Desta forma a edo (*) torna-se,
Q"-Q' =1
e é entao facil perceber que Q" é um polinomio de grau 2 e ainda,
"= P tat+b = Q" =-2t+a .
Logo,
?P=-Q"+Q" =t —at—b)+(-2t+a)=t"+ (—a—2)t+ (a —b)
e assim concluimos que

n o __ 2 ! t3 2 _ t4 t3
Q' =—t"—-2t—-2 |, Q——g—t -2t , Q=—————t*,

Portanto, a solucao geral da edo é

z,(t) = cie' + cate’ + cse? + ( ————— t2> e, c1,c0,c5R M



E3. Determine se sao convergentes ou nao as séries abaixo. Se a série for convergente
determine sua soma.

too e too ]
(a) z—:l 3n—1 (b) ~ %
Resolugao:
n—1
(a) Temos?),f—::e<§> sendo que 0 < £ < 1.

Logo, a série

oo en oo e n—1 oo e n—1

g = 2elz) =ex(3)

n=1 n=1 n=1

é convergente.
+oo 1
(b) Como a série harmonica ) - ¢ uma série de termos positivos divergente e
n=1
1

+o0
segue que a série » \/iﬁ é também divergente W
n=1



