22 Prova de MAT2127 - Célculo II - Quimica
28.11.2008
Prof. Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Q N

1
2
3
Nome : GABARITO 4
NOUSP : 5
6
7

Extra

Total

1. Dada f(z,y,z) = 22% + 3y? + 22, determine o ponto do plano = +y + 2z = 5 no
qual f(x,y,z) é minimo.

Resolucao

A fungao ¢(z,y) = f(z,y,5 —x —y) = 22?2 + 3y* + (5 — z — y)? é tal que
©0(0,0) = 25 e, o(z,y) > 100 se 2 + y? > 100. Ainda, ¢ é continua e tém no
disco compacto 2% +y? < 100 um ponto de minimo. Logo, ¢ tém minimo global.

Determinemos o ponto de minimo de p(x,y) = 32 + 4y + 22y — 10z — 10y + 25.

Temos,
- = 15 10
Vo= (6x+2y—10,2x+8y—10) =0= (z, y) = (ﬁ’ﬁ) .
Como o ponto de minimo global é critico e este é tinico segue que P = (%, %) .

O ponto procurado é : (%, %, %) |



2. Determine um méximo relativo de f(z,y,2) = x® + 3> + 2* com as restrigoes
r+y+z=1lex+y—2=0.

Resolucao
Somando as duas ultimas equagoes temos 2(z +y) = 1. Logo, z+y = % ez= %

Consideremos ¢(z) = f(z,5 —,5) =23+ (5 —2)* + 3.

Se xo ¢ ponto critico de ¢ entdo, 0 = ¢'(zg) = 323 — 3(2 — 20)? = 0. Isto ¢,
1 1.1
0=a2— (= —20)? = (200 — =)=
25— (5 =) = (220~ 5)5

e portanto, xg = i.

" _ 1 __ 6 1 1\ _ 6 6 __
Neste ponto temos, ¢"(xg) = 6x¢ + 6(5 — x) = it 6( —3) =3+7 =
3 e assim, o unico ponto critico é de minimo e ¢ nao tem maximo relativo.
Consequentemente, f sujeita as restricoes dadas também nao W



3. Estude com relacao a maximos e minimos relativos a funcgao

IES 1'3
f(x,y,z):€+y4+z4—§—2y2.

Resolucao

Pontos criticos: Vf(z,y,z) = (a* — 22, 4y® — 4y, 423) = 0. Logo,

(2 —1)=0,4y(y* —1)=0,2=0.

Isto é,

P, =(0,0,0), P,=(0,—-1,0), P3=(0,1,0),
P, =(1,0,0), Ps=(1,-1,0), PFs=(1,1,0),
P, =(-1,0,0), Ps=(—1,—-1,0) , Py =(—1,1,0).

Temos, fp, = 42® — 2x = 22(22% — 1), fy, = 120> —4 =4(3y* — 1), f.. = 1227 e
derivadas mistas nulas. Analisemos as matrizes em P; (z =0), 1 <i <9,

2z(22% — 1) 0 0
H()(FP) = 0 A(By*—1) 0
0 0 =0
ey = | 2D

Nao podemos aplicar o teorema pois o hessiano é zero.

Pontos criticos em que a diagonal de H f troca de sinal sao de sela: No ponto P,

temos f; =2 e f,, = —4; em Pg e Py temos, fu, = —2 ¢ f,, = 8.

P, =(0,v;,0), i = 1,2,3, sdo de sela: = 0 ndo é maximo ou minimo local da
icdo v:(z) = 0) = g3(22 1 4 _942) pois (22— 1 ~

restricao ¢i(x) = f(z,50,0) = 2(% — 1) + (y! —2y2) pois (£ —1) < Dsea ~ 0

e o3 é positivo a direita de zero e negativo a esquerda.

P; = (—1,0,0) é ponto de sela pois ¢(z) = f(=1,0,2) = z* + % tém minimo
local estrito emz = 0 e ¥(y) = f(—1,4,0) = & +y* — 2%, ¢" = 12y* — 4 tém
maximo local estrito em y = 0.

P; = (1,—-1,0) e P = (1,1,0) sdo pontos de minimo local pois as fungoes de
5

23

uma varidvel, & — &, y* — 2y% e z* tém minimo local em v = 1, y = +1 e

z = 0, respectivamente, e considerando-as funcoes de trés variaveis, z,v, z, elas
tém minimo local em (1,+£1,0) e, a soma das trés, que é f, tém minimo local
em (1,£1,0) N



4. Resolva a equacao
y/// . 5y// + 8y' . 4'3/ _ €3t.

Resolucao
O polindémio caracteristico é : p(A) = A> =5 X2+ 8\ —4=(A—-1)(A—2)*ea
solucao geral da equacao homogénea é,

xp = cret + cpe®t + 63t€2t, c1,C2,c3 €ER .

Como p(3) =2 # 0 entdo x,(t) = %t ¢ uma solucao particular da equacao dada.

Logo, a solucao geral da equacao dada é,

3t
e
¢ 2t 2t
Ty = cre’ + coe” + cate —1—7, c1,Co,c3 € R [ |



5. Determine a solugao geral de

Az dx
—— +2— — 3z = (2 + 8t)e".
e + p 3x = (2+8t)e

Resolucao

O polindmio caracterfstico associado é p(\) = A\? 4+ 2\ — 3, com raizes —3 e 1.

A solucao geral da equacao homogénea associada é:

= cre St F el , 0 €R .

Procurando uma solugao particular da forma x,(t) = Q(t)e" obtemos
I At t . "ot 1t t
r,=0Qe¢ +Qe ; z,=Q%€+2Q¢€c +Qe,
e substituindo na equacao dada encontramos a equagao abaixo para @):
Ql/et _|_ 4Q/€t — (2 + 8t)€t ,

ou seja,
Q' +4Q =8t +2 .

Substituindo y = @’ chegamos a edo: y' + 4y = 8t + 2 que, é claro, tem por
solugdo um polindémio de grau 1. Supondo y(t) = at + b, a,b € R temos,

a+4at +4b=8t+2 .

Logo, y(t) =2t e Q = [y(t)dt e entdao podemos escolher Q(t) = t2.

A solucgao geral da equacao dada é,

ro =cre et +12 ¢ ,c0 €R [ |



6. Determine a solucao que satisfaz as condicoes iniciais dadas

d* | )
d—;—16x:—15sent, 2(0)=0,2(0)=1,7(0)=0, i (0) = -1
Resolucao

O polinémio caracteristico é
pN) =X =16 = (A2 —4) (N +4) = (A= 2)(A+2)(\ — 20) (A +2i) .
Assim, a solugao geral da equagao homogénea associada é:

xn = c1e?t + e + c3c052t + cysent , C1,C9,C3,c4 €ER .

Como ¢ nao é raiz de p = p(\), existe solugao particular z,(t) = Acost + Bsent.

Temos que x,(t) = —Asent + Bcost e, é claro, ) (t) = Acost + Bsent = x,(t)

e entao, substituindo na equacao dada,
a:g“) — 16z, = —152, = —15Acost — 15Bsent = —15sent .

Logo, A=0, B =1 e x,(t) = sent.

A solugao geral da equagao (sem as condigbes iniciais) é entao,

o = 162 + coe 2 + c3c052t + cysen2t — 15sent , C1,C9,C3,c4 ER

E evidente, sem efetuarmos longas contas, que a solucao do problema dado é:

x(t)=sent N



7. Determine um plano pelos pontos (5,0,1) e (1,0, 3) e tangente a superficie

2422+ =T.

Resolugao

Se m é um plano tangente a superficie em Py, = (o, Yo, 20), Seu vetor normal,
fip,, ¢ paralelo ao vetor gradiente de f(z,y,2) = 22 + 2y* + 22 pois a superficie
dada ¢é a superficie de nivel 7 de f. Logo,

ﬁPO || 6f(‘PO) = <2$074907230> ’

7 2xo(x — x0) + 4yo(y — yo) + 220(2 — 20) =0 .
Desenvolvendo temos, m: 2zgz + 4yoy + 2202 — 2(22 + 2y2 + 22) = 0 . Isto &,
m: 2xor + dyoy + 2202 = 14,

e, substituindo os pontos dados na equacao para m, obtemos o par de equagoes,
1009 + 229 =14 ; 229+ 620=14.

Logo, 1o =1,20=2,1+2y2 +4=Teyi =1.

Assim, temos dois planos,

m o 2@—1)+4(y—1)+4(2—2)=0; m: 2(z—1)—4(y+1)+4(z—2)=0 N



Questao Extra: Analise f(z,y) = (y — 2?)(y — 22?) , (z,y) € R?, quanto a
maximos ou minimos locais ou pontos de sela.

a) Detemine os pontos criticos Py = (xo, o) de f.
b) Para tais pontos criticos o que a andlise da matriz hessiana nos informa?

c¢) Sobre quais retas pela origem, a restricao de f tem em (0,0) um ponto de
maximo ou minimo ou sela?

d) Analisando a restrigdo de f a uma bola B((0,0);7) , r > 0, o que pode ser
afirmado sobre o sinal de f restrita a esta bola?
e) Classifique Py = (0, 0).

f) Tendo em vista a demonstracao do teorema, como se explica tal exemplo?

Resolucao

(a) Temos, f(z,y) = 22*4y?—32%y, Vf = (823 — 6xy, 2y — 322) = (2z(422 — 3y) , 2y — 3z2).
Logo, Py = (0,0) é o tinico ponto critico de f.

(b> Temos fi, = 24x% — 6y, fyy = 2, f;ty = —6x e

HNO0 = | (]

Logo, det Hf(0,0) = 0 e pelo hessiano nao classificamos o ponto critico.

(c) Se p(t) = f(t,mt) = 2t*+m?t> = 3mt®, m € R, temos ¢’ = 83 +2m?t — Imt?
e " = 24t? +2m? — 18mt. Logo, ¢'(0) = 0, ¢"(0) = 2m? e 0 é ponto de minimo
se m # 0. Se m = 0 entdao p(t) = 2t* e 0 é também ponto de minimo. Sobre o
eixo y temos f(0,y) = y? e, mais uma vez, 0 é ponto de minimo. Logo, (0,0) é
ponto de minimo de todas as restricoes de f sobre retas pela origem.

(d) A parébola (2) y = 222 estd na 'regiao interior’ delimitada pela pardbola (1)
y = x?. Seccionamos o plano em trés regices: acima de (2), entre (2) e (1) e,
abaixo de (1). Se y > 22% (> z?) entao f(z,y) = (y — 22?)(y — 2%) > 0. Se

r? <y <222 f(r,y) <0e, sey<z? temos f(x,y) > 0. Ainda, f(0,0) = 0.
(e) Por (d), (0,0) nao é ponto de minimo nem méaximo e é ponto de sela.

(f) Toda reta por (0,0) tém um segmento centrado na origem cuja restrigao de
f tem em (0,0) um minimo estrito mas, seus comprimentos nao sao necessaria-
mente uniformes e, aqui, o infimo destes comprimentos s6 pode ser zero.

Na prova do teorema encontramos € > 0 tal que o ponto em questao é de minimo
(ou maximo) para todo segmento centrado neste ponto e de comprimento e W



