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Sejam n e m dois nimeros naturais.

Lema 1. Seja T : R* - R™ uma aplicacao linear. Entao,
(a) Existe uma constante C' tal que |T(7)|| < C|7 |, para todo v em R™.
(b) T é continua.

Prova.

. —> — A e .
(a) Seja {e7,...,€,} a base canonica ordenada de R™. Consideremos
- = — R
U =v1€e] + -+ Up€y,, COM Vq,...,0, em R,
um vetor arbitrario em R™. Assim,

T(7)=vT(e1) ++v,T(e).

Seja M =max {|T(e1)],...,|T(en)|}. Logo, pela desigualdade triangular,
T < [T ()] +-+ v (en)]
= [l [TED]+-+ vl [T(ED)]
< oM+ + oM < |T|M +-+ | T | M
= nM|7].

(b) Fixado um ponto z em R” e considerando um vetor 7 em R™ temos que
— — — —
0<[T(x+ h)=T@@)| = [T()+T(h)-T(x)| = [T(h)] < nM][h].

Logo,
. g
lim T(x+ h) =T(x).
"0
Portanto, T' é continua em x, para todo x em R”. Logo, T' é continuam


http://www.ime.usp.br/~oliveira

Definicao. Uma funcao F : Q — R™ com () um aberto nao vazio em R", é

diferencidvel em um ponto x em ) se existem:

e uma transformacgao linear T : R* — R™ [escrevemos T € L(R",R™)] de-

pendendo do ponto x, e

e uma fun¢ao E [indicando um ”erro”| definida em alguma bola aberta B(0;r),

com r >0, centrada na origem 0 de R", tais que para h em B(0;r) temos

F(z+h) = F(z)+T(h) + E(h),

i B0
h T =0

Notagao. A aplicacao T é chamada de diferencial de I’ no ponto x e é indicada
T = DF(x).

Para simplificar a apresentagao, consideremos agora

F:R" - R™ diferencidvel em x no R" e G : R™ — R? diferencidvel em y = F'(z).

Entao, por definicao, podemos escrever

F(x+h)=F(x)+T(h)+ E{(h), para todo h em R"

com T : R" - R™ linear e £ : R - R™ tal que
Eqi(h) _ 0

lim

e, analogamente,

G(y+k)=G(y) +S(k) + Ey(k), para todo k em R™,
com S :R™ — RP linear, e Fy: R™ - RP tal que

s Ba(k) _
}Cli% 7l =0.

Destaquemos as triviais identidades

T(0) =0, S(0) =0, E;(0) =0, Ey0)=0,

Ey(h)
Al

Er% Ey(h) = }Lm% |h| = 0.0 = E1(0) e, analogamente, }cir% Ey(k) =0= Ey(0).



Teorema 2. A funcao Go F : R" - RP é diferenciavel no ponto x e,
D(GoF)(z)=SoT=DG(F(x))o DF(x).

Prova.
Temos, pela notagao acima,
(GoF)(x+h) =G[F(x+h)]
=G[F(z) +T(h) + Ev(h)]
= G[F(z)] + S[T(h) + Ev(h)] + E5[T(h) + Ev(h)]
= (GoF)(x) + (SoT)(h) + {S[EA(M)] + Eo[T(h)+ Ex(R)]}.
Entao, como a composta (SoT') : R® - RP é linear, sé nos resta mostrar que
S[E(h)] + E5[T(h) + Ex(h)] n-o

0.
Al
Porém, S é linear e toda aplicacgao linear é continua e se anula na origem. Assim,
. . E(h)
como por hipdtese temos }LIH(I) - = 0, segue que
S[El(h)] [El(h)] h—0
=S S(0) =0.
|l Al

Por outro lado, para h # 0 vale a igualdade

0, se T(h)+ Ei(h) =0
Eo[T(h)+ Ex(W)] _|T(h) + E(B)]

(h), R(h) =
4 4 BT+ BEVW] 56 contrario
[T(h)+E1(R)] '
Entao, como T'(h) + E1(h) "0 0 e ET,E"“) inal 0, segue que
R(h) =5 .
Por fim, para h # 0, a desigualdade triangular nos fornece
[T(h) + Ex(h)] _ ‘T(h) Eq(h)
A ~ | A nl |
sendo que, com a notagao do Lema 1,
Ei(h) n- T(h C|h
1(h) il L = L =(C', com C uma constante.
A A 7]
Logo, W é limitado se |h| é pequeno o suficiente e, pelo T. do Confronto,
Es|T(h) + EL(h T(h)+ Ei(h N
AT B [TO)BE ) 2,



Proposicao 3. Seja F':  — R™ uma funcao diferenciavel no ponto p em (),
onde ) é um aberto nao vazio em R". Entao, F' é continua em p.
Prova.

Pela definicao de diferenciabilidade, segue que existem uma aplicagao linear

T:R® - R™ e um raio r > 0 tais que

F(p+h)=F(p)+T(h)+ E(h), Yhe B(0;r),

E(h)
}ll_r)l(l) i =0.

Logo, pelas hipdteses e pela continuidade da aplicacao linear T,
E(h)
|1

lim[ F(p+h)~F(p)] = lim[T(h)+E(h)] = lim lT(h) ¥ |h|] = 7(0)+0 = 0+0 = Om

A MATRIZ JACOBIANA

Consideremos uma funcao F': 2 — R™, com 2 um aberto nao vazio em R",
diferenciavel em p pertencente a 2. Seja T : R® — R™ a aplicacao linear tal que
F(p+h)=F(p)+T(h)+ E(h), Vhe B(0;r) cQ com r fixo e r >0,

E(h)
}g% T =0.

Proposicao 4. Com as hipétese acima, existem as derivadas parciais

OF
—(p) = _>(p) Vjie{l,....m}, e T(¢)= —(p)
]
Prova.
Fixemos j em {1,...,m}. Seja 7= te;, com t em (-r,7)~ {0}. Temos,
P(p+17) = F(p) + T(17)) + E(1%,) = F(p) +T(7) + E(t).
Logo,
F(p+te;)-F E(te; E(te;
(p+tej) (p) - T(2) + (te)) - T(e) + (_C;J)ﬂ
t t 1z
Como 248 29 ) ¢ |t| = +1, segue que

Ite;

F(p+t6_§)—F(p)
¢

) - - 7(7)m



- — — A
Notagao. No que segue fixamos {e7,...,e,} a base canonica ordenada de R” e

— —
{fi,-.., fm} a base canonica ordenada de R™. Dada uma aplicagao linear
T:R"—R™,
escrevemos
N — —
T(er) =anfi+-+amfm
— —
T(6_n>) = alnfl +oee t amnfmy

onde a;; € R, se 1 <¢<mel<j<n. Ainda mais, associamos a aplicagao T" a sua

matriz [T'] de representagao em relagao as bases canonicas supra citadas:

an

Am1

Q1n

amn

A matriz [T'] pertence ao espago vetorial das matrizes retangulares com m linhas

e n colunas de nimeros reais: M,,«,(R). Notemos que a matriz formada pela

primeira coluna de [T'] é a matriz dos coeficientes de T'(e7). Se 1< j <n temos,

[7(e5)] =

Esquematicamente escrevemos

alj

€ mel(R)

T(en)




Defini¢ao. A norma (de Hilbert-Schmidt) de T, indicada |T||, é dada por
71 = Y layl.

Consideremos, a seguir, uma funcao F' : 2 — R™ com {2 um aberto nao

vazio de R”, diferenciavel no ponto p pertencente a €.

Definigao. A matriz jacobiana de F' no ponto p, denotada JF(p), é a matriz do

diferencial DF(p) € L(R",R™), em relagao as bases canénicas de R" e R™.

Indiquemos um ponto = de R” por = = (x1,...,x,) e, analogamente, um ponto
y de R™ por y = (y1,...,Ym). Entdo, pelo que ja vimos na Proposigao 4 temos:
oF
DF(p)(€5) = 5—(p).
T

Apresentando as componentes de F' como F(z) = (F(z),..., Fy(z)), obtemos
OF (aF1 aFm)

827]' 817]'7'”7 81']'
Logo,
oF OF1(p) — OF,.(p) —s
- = 4oy ——— 7 m-
81‘]‘ p) Oxj “ &rj ¢
Pela notacao previamente introduzida concluimos que a matriz jacobiana satisfaz
OF;
JE(p) = [DF(p)] = [aij] € My (R) , com aij = == (p).
J
Isto é,
SLip) ... E(p)
OF;
IF() - - [52w)]
ZEj 1<ism
. . 1<j<n
B O I ()N N

Notando que a i-ésima linha de JF(p) é formada pelas coordenadas do vetor

gradiente de F;, se 1 <7 <n, em relacao a base canonica, identificamos
_ N g - - _ 1 -
| VA ] . .

_ OF oF
Ox1 e Oxn

JF




Dado um vetor b = (hi,...,hy,) em R temos,

[ v ] [ m] [ VER(p)- 7

JF(p)(R) = | . -

mxn = dnx1 -~ “mx1

As desigualdades

VE(p)- | < [VF(p)|| 7], para todo 1 <i<m,

implicam

ITF@)(R)| < [JF®)|[T].

TEOREMA DO VALOR MEDIO

Teorema 5 (Teorema do Valor Médio). Seja F': Q - R um campo escalar
diferenciavel, com §2 um aberto em R". Sejam a e b dois pontos em §2 tais que o

segmento ab estd contido em ). Entao, existe um ponto p em ab tal que
F(b) - F(a) = VFE({p)-(b-a).

Prova.
Consideremos, em {2, a curva y(t) =a+t(b—-a), com ¢ em [0, 1]. E claro que

~ é diferencidvel e que v/(t) = b - a. Pela regra da cadeia a fungao
Fo~:[0,1] — R,
é derivavel e
(Fov)(t) = VF(v(t)) -7'(1).
Pelo TVM em uma variavel temos
F(b) = F(a) = (Feov)(1) = (Feoy)(0) = (Fov)(to) = VF(v(t)) - 7' (t0),
para algum ¢, em [0,1]. Seja p = y(ty) em ab. Concluimos entdo,

F(b)-F(a)=VE(p)-(b-a) m



TEOREMA DA FUNCAO INVERSA

Lema 6. Seja T : R™ - R" linear e inversivel. Existem m >0 e M >0 tais que
mlv| < |T(v)| < M|v|, para todo v e R".

Prova.
A existéncia de M segue do Lema 1. Como T-! é também linear, pelo mesmo

lema existe N >0 tal que |[7-(v)|| < N|v|, para todo v em R™. Logo,

[o] = 1T [T ()] < N|T(v)], para todo v e R"m

Fixas as bases canonicas de R e de R™, utilizemos o isomorfismo entre o
espacgo vetorial das transformagoes lineares de R® em R™ [i.e., L(R",R™)] e o
espago vetorial das matrizes retangulares m x n [i.e., My,.,,(R)]. Consideremos
em M,.,(R) a norma induzida pela norma usual em R™”. Dado um aberto {2
em R” seja C1(€;R™) o conjunto das fungoes F' : 0 - R™ tais que F' e suas
derivadas parciais de primeira ordem sao continuas em (2. Dizemos que uma

funcao ¢ bicontinua se é bijetora, continua e com inversa também continua.

Lema 7. Consideremos uma funcao F em C*(Q2;R"), com 2 um aberto em R",
e um ponto p em ) tal que a matriz jacobiana JF(p) é inversivel. Seja m > 0
tal que |JF(p)(v)| > mlv|, para todo v € R". Seja também r > 0 satisfazendo

|JF(x)-JF(p)| < 7 € det JF(x) # 0 para todo x em B = B(p;r). Temos,

(a) A desigualdade |F(x) - F(2')] > %|x-2'|, parax em B ez’ em B.
(b) A restrigao F| : B— F(B) é bijetora e bicontinua.

B
(c) O conjunto F(B) é aberto.

Prova.
As existéncias de m > 0 e 7 > 0 como no enunciado sao garantidas, respectiva-
mente, pelo Lema 6 e pela continuidade das derivadas parciais de primeira ordem

de F'. A seguir, consideramos x € B e y em B.



(a) Aplicando o Teorema do Valor Médio as n fungdes componentes do campo
F =(Fy,...,F,) temos que para cada ¢ em {1,...,n}, existe um ponto z; no
segmento z'z, contido na bola B, tal que Fy(z) - Fy(z') = V Fy(z) - (z - 2').

— B(p;r)

Figura 1: Ilustragdo ao Lema 7 (a).

Identificando vetores em R™ por matrizes colunas, escrevemos

[ F(2)-F@) | [ VE@E) (@-) |
F(x)-F(z") = : = : =

| Fo(x) - Fu(2') ) | VEu(zn) - (z-2") )

[ VEp)-(z-a) | [ [VA(z) -VE®)]- (z-a') ]

| VE.(p)-(z-a) | | VFu(z) - VE.(0)]- (z-2") |

=JF(p)(x-2") + M(z-2x"), ,

onde M é a matriz quadrada de ordem n dada por M = [gf; (z) - gTF;(p)]

1<ij<n
Para cada z; temos |[VFi(z) - VF(p)| < [JF(z) - JF(p)| < 3%=. Desta
forma, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para o produto escalar segue,
|2 S 2 712 m2 /|2
Mz =2 < Y IVE(z) - VE@)Ple-oP < —lo-a'f
i=1

Por fim, pela desigualdade acima e pela hipétese sobre JF'(p), concluimos

[F () = F(2)| 2 [JF(p)(z - 2")| = [M(z-2")| > %Ix—fﬂ’l :



(b)

A injetividade segue diretamente de (a). A continuidade e a sobrejetividade
sao evidentes. Por fim, sejam ¢ = F| e os pontos y = F(z) e y' = F(x'),
B

com z e x’ arbitrarios em B. A continuidade de ¢! segue de (a) pois,
m 2 _ _
|F(z) - F(a)| 2 Flr -] <= —ly=y'| 2 |7 (y) - ¢ ().
Consideremos zo em B e yg = F'(xp). Selecionemos p > 0 tal que o disco
compacto D(xo;p) = { : | - x| < p} estd contido em B. E suficiente
provarmos que a bola aberta B(yy; pm/4) estd contida em F(D(zg;p)).

/ N
’ \
/ \
/ \ .
/ \
' ' F ’
| ’
\ /
| _ =
’
\ '
\

p

B(yo; pm/4)
Figura 2: ITlustragao ao Lema 7(c).

Seja § tal que [y — yo| < pm/4. Mostremos que o valor minimo da fungao

distancia |F'(z)-7| restrita ao disco D(zq ; p), assumido em um ponto Z neste

disco, é zero e que |T — xg| < p. Suponhamos, por contradi¢ao, |T — zo| = p.

Entao, pela desigualdade triangular, a identidade yo = F'(x¢), e por (a),
|F(7) -yl 2 |F(T) - F(x0)| - [y - yol

mp _ pm
>3 T

> (Y = ol
=|F(x0) - 7|7
Assim, segue que [T — x| < p e concluimos que T é ponto de minimo da
fungao |F(z) -7 = (F(x) —y) : (F(:c) —y) restrita a bola aberta B(xzg;p).
Donde, todas as derivadas parciais de tal funcao se anulam em 7. Isto é,
oF .
a—(f) . (F(f) ~7) =0, para todo j em {1,...,m}.
L
Logo, o vetor F'(T) -y é ortogonal ao conjunto {g—i(%), e %(f)}, for-
mado pelas colunas da matriz JF(Z). Como tal matriz é inversivel, tal
conjunto ¢ uma base de R”. Donde concluimos, F(Z) -7 = 0 e entdo
F(Z)=ym

10



Adendo. No lema acima, a hipotese det JF'(x) # 0, se x € B, é supérflua.
Pois, se v é um vetor em R” tal que JF(x)(v) = 0 entao, pelas hipétese sobre JF

segue: mlv] < |JF(p)(v)] = |[JE()(v) - JF(2)(v)] < | TF () - JF(p)] o] < 24,

Donde segue v = 0 e, assim, o determinante de JF(x) é nao nulo.

Teorema 8 (Teorema da Funcgao Inversa). Seja F' € C1(Q;R"), 2 um aberto
em R", e p e Q) tal que det JF(p) # 0. Entao, existe uma bola aberta B centrada
em p tal que F(B) é um aberto contendo F(p) e F|B : B — F(B) é inversivel e

sua inversa, G : F(B) — B, é diferencidavel em todo ponto. Ainda mais,
JG(y) = JF(G(y))_l, para todo y no dominio de G.

Prova.

Seja B como no Lema 7. Vimos entdo que F'(B) ¢ aberto e que G: F(B) - B
¢ bicontinua.

Fixemos um ponto y no dominio de G. Consideremos um vetor arbitrario k
em R” \ {0}, com |k| pequeno o suficiente tal que o ponto y + k estd no dominio
de G. Seja x em B com F(x) =y. Existe um vetor h em R" \ {0} satisfazendo

y+k=F(z+h) e k=F(x+h)-F(z).
Donde,
Gly+k)=x+h e G(y) ==.
Sendo G continua, segue que h - 0 se k - 0. Como F é diferenciavel em x, temos
F(x+h)-F(z)=M(h)+E(h), com M=JF(x),
{ % —> 0 se h — 0.
Entao, utilizando as observacoes acima, a linearidade de M e M~1, a continuidade

de M1 e, ainda, o Lema 7(a) obtemos

|G(y+k) -G(y) —M‘l(k)‘ B |x+h—x - M‘I[F(a:+ h) —F(x)]‘

i i [F(z+h) - F(z)
| = MPMB) + B ]|
< ] ,

Donde, a funcao G ¢é diferenciavel em y com

JG(y) =M™ = JF(z)" = JF(G(y)) ' m

11



Comentarios.

(a) Podemos provar a diferenciabilidade de G, e a férmula para JG(y), sem

utilizarmos o item (a) no Lema 7. Com a notagao acima escrevamos

Gly+k)-Gly)-M(k) _w+h-z - M F(z+h)-F(z)]
K] [F (2 +h) = F(x)]

_ho— MTM(R) + E(h)]
) [M(h) + E(h)] ’

1 L [E)
5]
AR

Se k — 0, segue que h - 0, ), 0, e M1 [M] - 0. Ainda, com a

2 [l

h

|h|)| > m, para uma constante

notacao no enunciado do Lema 7 temos ‘M(

m > 0. Portanto temos, ’M(ﬁ) + % > 1 se |k| é suficientemente pequeno.
-1
Logo, o inverso |M<%) + % é limitado se |k| é pequeno o suficiente.

Finalmente, pelo Teorema do Confronto,

Gy +k)-Gy) - M(k)
K]

-0, se k—0.

Donde, G é diferencidvel em y com JG(y) = M= = JF(z)™! = JF(G(y))_l.

(b) Se F é de classe C* entao G também é de classe C*. De fato, a férmula
JG(y) = JF(G(y))_1 mostra que as derivadas parciais de G em um ponto
y sdo quocientes de polindmios em vérias varidveis [n? varidveis| avaliados
nas derivadas parciais de F' no ponto G(y) por um polinomio em vérias
varidveis [0 determinante de uma matriz n x n] que nao se anula quando
avaliado nas derivadas parciais de F' no ponto G(y). Consequentemente, se

F é de classe C*, com k > 1, entao G também ¢é de classe C*.

(c) Dizemos que uma fungao é suave se ela é de classe C*™ (isto é, de classe
C* para todo k € N). Assim, se F' é suave entdao G também é suave. Se
uma fungao e sua inversa sao ambas suaves dizemos que tais fungoes sao

difeomorfismos.

12



TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA

O Teorema da Funcao Implicita se aplica, em geral, quando temos m equacoes
e n+m variaveis. Analogamente a um simples sistema linear (com m equagoes e
n+m incognitas) tratamos (n+m)—m =n varidveis como varidveis independentes
e procuramos determinar as demais m variaveis, ditas varidveis dependentes, em

funcao das n variaveis independentes.

Exemplo 1. Consideremos o sistema nao linear com duas equacoes e quatro
variaveis x, y, w, e z,

22+ 3w +2xy =0

rywz — 1 =0.
Tratemos x e y como variaveis independentes e as variaveis w e z como fungoes
nas variaveis x e y. Entao, considerando a funcao

F(‘Tava?z) = ("L‘Z?’ +y3w2 + QZL'y,ZL"yU)Z— 1)7

determinemos, se possivel, as derivadas parciais da funcao em duas variaveis

flz,y) = (w(x,y),z(:v,y)) que satisfaz a equacao
F(z,y, f(z,y)) = (0,0).

Pela regra da cadeia temos, utilizando matrizes jacobianas,

Lo
[ 23+2y 3yPw?+2x 23w 3xz? ] 0 1 [ 0 0 ]
ow Jw - ’
Yywz TWZ TYzZ  TYW or oy 0 0
9z 0z
| Oz oy

e obtemos
23+ 2y 3y?w? +2x 23w 3wz? gu  Quw 00
+ z vl = .
Yywz TWZ TYz XYW % g—; 0 0

Donde segue,

23w 3xz? gu Juw 342y 3ytw? +2x
(E1.1) Y or oy || T .
TYz  TYW Vo a—; ywz TWz



Estas ultima equagao matricial nos permite obter as derivadas parciais de

w(z,y) e z(z,y) nos pontos (z,y,w, z) que satisfazem

23w 3xz?
#0,
TYZ  TYW
e em tais pontos obtemos
w  Jw 23w 3wz? o 23+ 2y 3y*w? +2x
(F1.2) o oy |__| Y vy .
% g—z TYz  TYW YWz TWz

Ainda mais, indicando F' segundo suas fung¢oes componentes,
F=(F,F) com Fi(z,y,w,z) = 22° +y*w® +2zy e Fy(z,y,w,z)=aywz -1,

reescrevemos a equacao (E1.2) como

or om '] om om v ow

(E1.3) sz—[gi“; %] [& %],come(:v,y)zlg_j 2’].
ow 0z ox dy ?

Assim, —J f é o produto da inversa da matriz das derivadas parciais de F' em

relagdo as duas tltimas varidveis [as varidveis dependentes w e z, nesta ordem|]

pela matriz das derivadas parciais de F' em relacao as duas primeiras variaveis

[as varidveis independentes x e y, nesta ordem| m.

Notemos a semelhanga da férmula (E1.3) no exemplo acima com a férmula

(2. 9(2))
gz, h(z))

que surge nos casos mais simples em que aplicamos o Teorema da Funcao Implicita.

se g(x,h(z))=0 e 99 #0,

W () = - 5

Destacamos que no Exemplo 1 acima efetuamos os computos assumindo a
existéncia das fungoes w(x,y) e z(x,y). O teorema que nos garante a existéncia

de tais fungoes é o Teorema da Funcao Implicita que passamos a enunciar.

14



Notagao. Seja © um aberto em R™™ = R" x R™. Fixemos um ponto (a,b)
em €, com a em R" e b em R™. Indiquemos por (z,y) a varidvel em R" x R™
com x = (x1,...,%,) a varidvel em R" e y = (y1,...,yn) a varidvel em R™. Dada

F:Q - R™ escrevemos F = (Fy,..., F,,) segundo suas m fungdes componentes.

Teorema 9 (Teorema da Fungao Implicita). Seja F' em C*(Q2;R™) tal que

F(a,b) =0.
Suponhamos que a matriz quadrada [gF L(a, b)] é inversivel. Entao, existem
Yj 1<i,j<m

um conjunto A aberto em R™, com a em A, e um conjunto B aberto em R™, com

b em B, tais que:
Existe uma tunica funcao f: A - B satisfazendo

F(z, f(z)) =0, para todo x em A.

A funcao f satisfaz f(a) =b, é de classe C, e para todo x em A temos

OF,  [oR
o) |G|

mxXm

Jf() = - [

Prova. Dividamos a prova em quatro partes.
e Existéncia de f. Consideremos a funcao
®(z,y) = (z,F(z,y)), com (z,y) em Q.

Temos que ®(a,b) = (a,F(a,b)) = (a,0), com matriz jacobiana

1 0
0
J®(a,b) =
(a,b) K | |
OF; OF;
= [axj(a’b):lmxn I:ayj(a’b)]mxm “(n+m)x(n+m)
Logo,

det J®(a,b) = det [gFl

J

(a,b)] #0.
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Pelo Teorema da Funcao Inversa, existe um aberto da forma A x B contido
em 2, com A aberto em R”, B aberto em R™, a em A, e b em B, tal que

O (A x B) é aberto em R™™ ¢ a fungao restri¢ao, também indicada por ®,

®: Ax B — ®(Ax B) é inversivel, com inversa ®~! de classe C'.

R™ b+0

d-1(x,0) = (:L’,f(a:))

Rn

T~
an
~

Figura 3: Ilustracao ao Teorema da Funcao Implicita.

Visto que o par (a,0) = ®(a,b) pertence a ®(A x B), segue que existe A
aberto em R” tal que: a pertence a A e A x {0} estd contido em ®(Ax B).

Consideremos x arbitrario em A. Entao, da definicao de ® segue que
& (x,0) = (z, f(x)) é um par em Ax B.

Logo, f é uma funcao de A em B. Ainda, (x,0) = @(:L’, f(w)) = (ZL’, F(a:, f(x)) ) .
No caso particular = = a temos <I>(a, f(a)) =(a,0) = ®(a,b). Por fim, temos

{ F(:c,f(x)) =0, para todo x em A.
f(a)=b.
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e Unicidade de f. Consideremos um ponto z em A e pontos b; e by, ambos
em B, satisfazendo F(z,b;) = F(x,by) = 0. Entao, valem as identidades

®(2,b1) = (2, F(x,b1)) = (2,0) = (z, F(x,bs)) = ®(z,by). Portanto, by = bs.

e Diferenciabilidade de f. Visto que ®~! é de classe O, através da identidade

o1 (x,0) = (m, f(m)) para todo x em A, concluimos que f é de classe C.

e Foérmula de Derivacao.

Para cada = = (21,...,2,) em A, temos F(z, f(x)) = 0, com 0 em R™.

Sendo que pela regra da cadeia, a matriz jacobiana da funcao F(a:, f(x)) é

oF oF1L | oF oF 1. .0
Oz R Oxy Jy1 T T Oym
I 0 1
L —“nxn
OFm OFm OFm OFm J ]
| 89:1 : : : 3zn | 8y1 : : '6ym 41 [ f mxn _(n+m)><n
Assim, obtemos a equacao matricial
o1 ot Oxp oy1 o Oym
+ | . o [J f] = [O] .
mxXn mxn
OFm OFm OFm OFm
| Ox1  ° °  Ozn Jdigpxn L Oy1 77 Oym dpmxm
Finalmente,
OF, " JoF
i i
Tf@) = - |~ (z /@) |57 f@)] =
9y; d;
mxXm mxn

O grafico de f. Mantendo as hipdteses e a notagao do teorema acima e indicando

o grafico de f por Gr(f), é importante ressaltar que

{(2.9) € AxB:F(a,y) =0} ={(z, f(2)):2 ¢ A} =Gr(f).
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F eC' IMPLICA F DIFERENCIAVEL

Proposicao 10. Seja F': Q) — R™, com ) um aberto em R", e p em ). Suponha
que as derivadas parciais de primeira ordem de F' existam em todo ponto de uma
bola aberta B(p;r), centrada em p e contida em §) e com r > 0, e que tais derivadas
sejam continuas em p. Entao, I' é diferenciavel no ponto p.
Prova.

Apresentemos o campo vetorial F' segundo suas fungoes componentes: F' =
F(z) = (Fi(z),...,Fu(z)), para  em Q. Consideremos um vetor 7 em R™ tal

que 0 < |ﬁ)| <r. Seja T, a aplicagao linear cuja matriz em relacao as bases usuais
de R* e R™ é JF(p). Logo, Tp(ﬁ) = JF(p)(TZ)) e entao,

[ F(p+ h)-Fi(p) | [ VE(p)- T

Fp+h)-F(p)-Ty(1) = . -

| Fu(p+ 1)~ Fulp) | | vE.(p)- 7

Pelo Teorema do Valor Médio, para cada indice ¢ em {1,...,m} existe um ponto
— — —
pi = pi( h), dependendo do vetor h e no segmento que une os pontos p e p+ h

[0 segmento estd contido em B(p;r)], tal que F;(p + ﬁ) - Fi(p) = VEi(p:) - 7.

mx1 “Imx1

Consequentemente,
[ [VE@)-VE®)] & (0]
— — . _ .
F(p+ 1)~ F(p) - T,(%) _ P .
7] |
| [va(pm) - VFm(p):I ’ % ] | 0 |
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