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Justifique todas as passagens. Enuncie resultados utilizados.
BOA SORTE!

1. (a) Enuncie o teorema de Fubini no plano. Defina a terminologia empregada.

(b) Inverta a ordem de integragao na integral abaixo. Faga um esboco.
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2. (a) Enuncie o teorema de mudanga de variavel para integral dupla. Defina a
terminologia empregada.

(b) Calcule a integral abaixo (com ou sem o teorema acima). Faga um esbogo.

//xdwdy, com B o circulo 22 4+ y* — z < 0.
B

Solucao.

o Notemos que o circulo dado é

Com as coordenadas polares

x — % = pcost
y = psenf

encontramos

1
//xdxdy = // (§+pCOSQ)pd,Od¢9
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3. (a) Enuncie o teorema de mudanca de varidvel para integral tripla. Defina a
terminologia empregada.

(b) Calcule o volume do conjunto K (com ou sem o teorema acima). Faga um
esboco.

K = {(a:,y,z) €R3:x2+y2§z§4az—|—2y}.
Solucao.

¢ Por defini¢ao, o volume V' é

V:///ld:z:dydz.
K

o A projecao de K sobre o plano Oxy é dada por
22 4+ y? < 4z + 2.

Obtemos entdo , no plano Ozy, (cheque) o circulo C' dado por

C:(z—27°+@y—1>%<5.

© Segue entao

4x+2y
V = / / / dzdx dy
C 22442

= //(43: + 2y — 22 — y?)dxdy
C

_ //[5 (=2 — (y — 1)?dx dy.



¢ Utilizando coordenadas polares escrevamos

xr — 2 = pcost
y — 1 = psend.

Encontramos entao a integral dupla
= / / (5 — p*cos?d — p*sen?d)pdp db.
[0,/5]x[0,27]
Assim,
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4. Calcule
/dex + zdy + xdz
gl

onde v é a interseccao das superficies [em R3]

44yt =1lea’+2°=1, comy>0ez>0,

sendo o sentido de percurso do ponto (1,0,0) para o ponto (—1,0,0). Faga um

esbogo das superficies e da interseccao.

Solucgao.
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Figura 1: A esquerda, uma interseccao de dois cilindros. A direita, a curva ~.

¢ Parametrizando a curva -y no parametro x = t encontramos (cheque)

v(t) = (—t, 12_t2,\/1 —t2> , onde t € [—1,1].

¢ Temos entao

/de:r; + zdy+ xdz
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Extra 1. Seja I : R? — R? uma funcao diferencidvel arbitraria. Escrevamos

Fle.y) = ( f(@,y) )

Decida se é verdadeira ou falsa a afirmacgao

“Existe um ponto (a,b) € R? satisfazendo

F(y)-r(p)=oranr( ).

(a,b) F(a,b)

onde JF(a,b)= J

&(a,b) 32(a,b)

Isto é, prove-a ou dé um contra-exemplo.



Extra 2. Sejam B(0;1) = {(z,y) € R?* : 2° + 3? < 1} e uma fungao diferencidvel
F:B(0;1) = R?, com F(z,y) = (f(z.y), 9(z,y)).
Suponha que para quaisquer pontos
(z1,91) € B(0;1), (22,42) € B(0;1), (x3,y3) € B(0;1) e (z4,94) € B(0; 1),

temos of of
%(xlvyl) a_y(any2)
det # 0.

%(‘ri’)ayfﬂ) g_g(xllayll)

Mostre que F' é uma funcao injetora.



