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Escolha 5 (cinco) questoes. Justifique todas as passagens.
Nao é permitido o uso de calculadoras.
Boa Sorte!

1. Consideremos f(z,y) = 2* +y* — 2% + 4y, com (z,y) em R?.

(a) Compute P;(z,y), o polinomio de Taylor de ordem 1 de f em volta de (1, 1).
(b) Calcule um valor aproximado para f(1,001;0,99) utilizando P;(z,y).
(c) Mostre que se |xr — 1] < 1e |y — 1| < 1 entao,

f(z,y) — Pr(z,y)| < 7(z—1)*+6(y — 1)%

(d) Avalie o erro que se comete na aproximagao no item (a)
Solucgao.
(a) Temos f(1,1) =5, f, = 32> — 22, f, = 3> +4, f.(1,1) =1, f,(1,1) =7,
fzz = 62 =2, fo,, =0 e f,,, = 6y. Entao,
Pi(z,y) = f(LD)+ LD -1+ f,1, 1Dy —1) =5+ (x-1)+7(y - 1).
(b) Temos f(1,001;0,99) ~ P(1,001;0,99) = 5+ 0,001 — 0,07. Logo,

5000 +1—70 4931
1000 ~ 1000

(c¢) O resto segundo Lagrange satisfaz f(1,001;0,99) = 4,931 + R(%,7), onde
(Z,7y) é algum ponto no segmento unindo (1,1) e (1,001;0,99), e

P(1,001;0,99) =

= 4,931.

fﬂﬁ?)zé,hﬁﬁgﬂx—1V+2hﬂiﬂﬂx—1ﬂy—1%+hﬂiﬂﬂy—Dﬂ-
Se|T—1]<1lel|y—1| <1 entao

Fee@ 71 = 167 =2/ < 14, (@D =0, € [f(T )] < 12.
Logo,

14(z —1)? + 12(y — 1)?
2
(d) O erro é inferior a 7x (107%)2+6(1072)* = 607x107° < 10*x107% = 10—°W

|R(7,7)| < = 7(z — 1) +6(y — 1.




2. Estude com relagao a maximos e minimos a fun¢ao dada no conjunto dado.

fz,y) =2 +3zy—3zem K = {(2,9) ;2 >0,y >0ex+y<1}.

Solucgao.

K ¢ a regiao triangular determinada por A = (0,0), B = (1,0) e C' = (0,1):
K ={(z,y) = A+ t(B + sBC) = (0,0) + t[(1,0) + s(—1,1)] : £, s € [0, 1]}

Tal regiao é fechada e limitada e portanto compacto. Pelo teorema de Weiers-
trass, como f é continua, f assume maximo e minimo sobre K.

e Pontos criticos. Impondo ﬁf(x,y) = (2x + 3y — 3,3z) = (0,0) encontra-
mos o ponto (0, 1), o qual nao pertence ao interior de K. Assim sendo, os
extremantes de f, restrita a K, pertencem a fronteira de K, indicada 0K.

e Fronteira K. Tal fronteira é a reuniao dos segmentos: {(¢,0): 0 < ¢ < 1},
o segmento {(0,¢) : 0 <t <1} e o segmento {(t,1 —t):0<t <1},

o Sobre {(¢,0) : 0 <t < 1} temos o trecho de parabola
f(t,0)=t*—=3t=1t(t—3), onde 0 <t <1,

com concavidade para cima. E claro que os extremantes em [0, 1] sdo:
para t = 0, o ponto (0,0) com f(0,0) =0, e para t = 1, o ponto (1,0)
com f(1,0) = —2.

o Sobre {(0,¢) : 0 <t <1} temos a funcao nula.

o Sobre {(t,1 —t): 0 <t <1} temos a pardbola

ft,1—t)=t*+3t(1—t) —3t=—2t*, onde 0 <t <1

com concavidade para baixo. E claro que os extremantes em [0, 1] sao:
para t = 0, o ponto (0,1) com f(0,1) =0 e, parat =1, o ponto (1,0)
com f(1,0) = —2.

Resposta final.
O valor minimo é —2, o qual é assumido em (1,0).

O valor méximo ¢ 0, assumido sobre o segmento {(0,¢) : 0 <¢ < 1}H



3. Estude, com relacao a maximos e minimos locais e pontos de sela, a funcao

F(z,y,2) = 2> + 20y +9* + 2° — bz — 4z2.

Solucgao. Os pontos criticos de F' sao dados por

VF(z,y,2) = (32% + 2y — 5,22 + 2,22 — 4) = (0,0,0).
Donde segue,

2 5

z=2, y=—xe0=32"—-2r—-5=3(x+1) z-3)-

Logo, os pontos criticos sao
5 5
P=(-1,1,2 =(=,—-=,2]).
112 ¢ = (5.-5.2)

¢ A matriz hessiana de f em (—1,1,2) é

D

Hf(P) =

SN
S NN
N O O

cuja diagonal troca de sinais. Logo, (—1,1,2) é ponto de sela.

¢ A matriz hessiana de f em (%, —3,2) é

1

e}

Hf(P) =

S N
S NN
N O O

cujos menores principais sao A; = 10 > 0, Ay = 20—-—4 =16 > 0 e
Az =32 > 0. Logo, (g, —g, 2) é um ponto de minimo local estrito.

¢ f nao admite pontos de maximo local B



4. Seja f(z,y) = B—2)B—y)x+y—3).

(a)
(b)
(c)

Esboce a regiao do plano em que f é positiva.
Determine os pontos criticos de f e classifique-os.

f tem um méximo ou um minimo em todo plano 7 Justifique.

Solucgao.

(b)

Pelo esbogo em (a) ¢ facil ver que (0,0), (3,0) e (0, 3) sao pontos de sela.
Localizemos outros pontos criticos. Impondo,

{ folz.y) = =B -y)z+y-3)+B-2)3-y) =0
fylzy) =—B—2)(x+y—-3)+(B-x)3—-y) =0,

obtemos

{ (3—y)(6—22—y)=0
(3—x)(6—2y—x)=0.

Sey =3temos z = 3ouzxz =0. Sex =3 temosy =3 ouy = 0.
Encontramos entao, nestes casos, os pontos

(3,0), (3,3), ou (0,3).
Se x # 3 e y # 3 entao temos os sistema

6—2xr—y=20
6—2y—x=0.

Que tem solugao tnica (2,2). O ponto (2,2) pertence ao interior da regiao
triangular A, fechada e limitada (logo, compacta), delimitada pelas retas
x =3,y =3ex+y =3 Na fronteira desta regido f é nula e, por (a), a
funcao f é estritamente positiva no interior da regiao A.

Pelo teorema de Weierstrass, f tem um maximo absoluto na regiao A e, por
acima, tal ponto esta no interior de A. Como f tem um s6 ponto critico no
interior de A, segue que (2,2) é um ponto de maximo local de f.

E claro que

zl_i}rfoof(:c,()) =B—2)3(r—3)=—o0
lim f(z,z) =(3—2)(3—x)(2z+ 3) = +o0.

r—r—+00

Logo, f nao assume nem minimo nem maximo absolutos no planoll



5. Determine entre os pontos da curva dada pela interseccao das superficies
mQ—xquyQ—zQ:l e m2+y2:1,

os mais proximos da origem. Esboce ao menos uma das superficies.

Solucgao.

e A segunda superficie é um cilindro cuja base é um circulo no plano Ozxy,
de raio 1 e centrado na origem, e eixo vertical Oz.

e Se (z,y,z) pertence a curva interseccdo L, temos |z| < 1, |y] < 1 e
z?2 = —xy; logo, |z| < 1. Assim, L ¢ limitada. Ainda, L é fechada pois
as regioes {(x,y,2) : 2 +y? # 1} e {(z,y,2) : 2* —zy +y* — 2* # 1} sdo
abertas. Logo, L é compacta.

e Pelo Teorema de Weierstrass a fungao (continua) quadrado da distancia
D(z,y,2) = 2° + y* + 2° restrita a L assume um minimo absoluto.

e Dado (z,y, z) € L, mostremos que os vetores gradiente (2 — y, —x + 2y, —22)
e (2z 2y, 0) sao L.I.. Supondo-os LD, como o segundo deles é nao nulo (pois
22 +y% = 1), vemos que o primeiro é um miiltiplo do segundo. Logo, z = 0.
Sobre L vale z2 = —xy. Assim temos z = 0 ouy = 0. Se x = 0, como 2x—y
é multiplo de 2z, obtemos y = 0. Absurdo, pois (0,0,0) ¢ L. Se y = 0,
como —x + 2y é multiplo de 2y, segue x = 0. Absurdo, pois (0,0,0) ¢ L.

e Seja P = (x,y,z) um extremante de D sobre L. Por Lagrange temos

2z 2y 2z
0= 20—y —ao+2y 2z|=2*22yztrz—2y2)—y(2rz—2z2+y2)|.
2x 2y 0

Logo, 0 = (2% — y*)z. Se z = 0 temos (ja que 22 = —xy e x> +y? = 1)

os pontos (£1,0,0), (0,£1,0).

1

Se y =z temos x # 0 e 22 = —z%. Absurdo! Se y = —x temos = = t e

1 1 1
0s pontos —_—,— .
g ( V2 V2 ﬁ)

e Os quatro primeiros pontos distam v/1 = 1 da origem. Os quatro tltimos

(G35

pontos distam \/g da origem. Assim, os quatro primeiros sao os procuradosll



6. Dada f(z,y) = 62% + 182y + 4y* — 62 — 10y + 5, determine os extremantes de f
e os valores méximo e minimo locais e absolutos de f no quadrado (esboce)

K=[-1,+1]x[-1,+1] ={(z,y) eR*: |z| <1 e [y <1}.

Solucao.

Os pontos criticos de f sao dados pela equacao
Vf=(120+18y— 6,182 +8y —10)=0 = 20+ 3y—1=0e 9z +4y—5=0.

11 1

O tnico ponto critico no interior de K é Py = <1—9, —15

). A matriz hessiana é

=[]

e det Hf(Fy) < 0. Logo, Py é de sela e f nao tem extremante local em int(K).

Assim, o maximo e o minimo absolutos pertencem a fronteira de K,

OK ={-1} x [-1,1] U {1} x[-1,1] U [-1,1] x {—-1} U [-1,1] x {1} .
Os extremantes locais na fronteira de K, mas nao um vértice, satisfazem:

o Em {—1}x]—1,1[ temos 2 = =1 e 0 = f, = —18 + 8y — 10; logo, y = 7/2,
possibilidade que descartamos.

o Em {1}x] —1,1] temos z =1 e 0 = f, = 18 + 8y — 10; logo, y = —1 e
P, = (1, —1) que néo pertence ao segmento considerado, é um vértice e serd
analizado a parte.

o Em]—1,1[x{—1} temos y = —1 e 0 = f, = 122 — 18 — 6; logo, z = 2, que
também descartamos.

o Em | —1,1[x{1} temos y = 1 e 0 = f, = 122 + 18 — 6; logo, x = —1 e
Py = (—1,1) que nao pertence ao segmento considerado, é um vértice e serd
analizado a parte.

Finalmente, os pontos de maximo e o minimo se encontram entre o vértices.
Temos, f(1,1) =17, f(—1,—-1) =49, f(1,-1) =+1,e f(—1,+1) = 7.

Resposta. Nao existem maximo ou minimo locais e interiores. Ainda, f(—1,+1) =
—7 é o minimo absoluto e f(—1,—1) = 49 é o maximo absolutol



7.

(a) Seja ¢ > 0 uma constante. Determine o valor maximo de

F(z,y,z) = zyz sobre a superficie t+y+2z =¢, comz > 0,y > 0e z > 0.

(b) Mostre entdo que a média geométrica de trés niumeros z > 0,y > 0e z >0
¢ menor ou igual a média aritmética destes nimeros. Isto é,

r+y+=z

Jryz < 3

Solucao.

(a) A superficie dada, com as restri¢oes dadas, é a regiao triangular A fechada e
limitada (compacta) com vértices A = (¢, 0,0), B = (0,¢,0) e C = (0,0, ¢):

A:{(x,y,z):A+31@)+tm, coms>0,t>0e0<s+t<1}.

o Pelo teorema de Weierstrass, a funcao (continua) F' restrita a A tem
um maximo num ponto (zo, Yo, 20). E claro que zo > 0, yo > 0 e 25 > 0.

o O gradiente de ¢(z,y,2) = v +y+ 2 é ﬁgp = (1,1,1) # T. Por
multiplicadores de Lagrange, no ponto (xg, yo, 29) temos

VF= (Y020, To20, Toyo) = A(1,1,1).

Logo, yoz0 = To20 = Toyo. Como zgy, 1o € 2o sa0 nao nulos temos
To = Yo = 20. Como (z, Yo, 20) pertence a A temos xo = yo = 20 = §.

¢ Assim, o valor médximo de f sobre A é

F(x0, Y0, 20) = bYa

(b) Dados trés nimeros estritamente positivos z, y e z, mostramos que

(z+y+2)?

<
e = 27
Portanto,
r+y+=z

Jryz < T.



