CALCULO Il
FEA-USP - 2° SEMESTRE de 2012
Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

O HESSIANO
POLIN OMIOS DE TAYLOR DE ORDEM A 1 EM DUAS VARI AVEIS

Recordamos o mimo aqui hecessio sobre drmulas de Taylor em uma vasiel.

Lema 1. Sejaf € C?([a,b]) e dois pontos, e x distintos e ambos efa, b].
Entao, existe a0 menos um portocomé entrexy e X, &€ + Xo €& + X, tal que

fII

09 = 1000) + 100) (X~ %0) + — 2 (x- %)
Prova.
Existe,e 6bvio, uminico rumero real dependendo dr, e x tal que
(11) F(X) = (%) + F/(%0) (X~ X0) + A(X~ X0)?.
Definamos eréo a fun@o,

(1) = F(t) - (%) = () (t - %0) - A(t - to)*.
Temos,p(X%) = 0 e, pela equédp (1.1),po(x) = 0. Logo, pelo TVM existe,
comcentrexy € X, C+ Xy eC # X, tal que
fr(c) - (%)

C—Xo
Pelo TVM aplicado &', existe&, comé entrexg ec, & + Xg €€ # C, tal que
f(c) - f'(%) _ _ @)

P—" () = 1=—;

0=¢'(c) = f'(c) - f'(X) —21(C—-X%)? = 21=

Abaixo, Q indica um conjunto aberto eR?.

Proposicio 2. Sejamf € C2(Q), Py = (X0, Yo) um ponto enf2 e V = (h,k) # 0.
Consideremos a restégy = ¢y (isto &, ¢ depende do vetov ), def sobre um
segmento poPy, na dire§ioV e contido enf):

o(t) = f(x+th,yo+tk), ondete(-r,r), r>0e B(Po; rjv|)) cQ.
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Temos,

(a) ¢'(t) = (xo+th Yo+tk)h + —(xo+th Yo+tk)k.

(b) ¢"(t) = (Xo+th Yo+tk)h? + 2 il (x0+th Yo+tk)hk + —(xo+th Yo+tk)K?.
of N
(c) ¢'(0)= —(Po)h+ —y(Po)k v f(Po)V , ¢'(0) = F(Po), sevj=1

0 f 0 f

(d) <P"(0)— (F’o)hz 2—(Po)hk ayz(Po)kz ¢"(0) = aﬁz(Po) selv| =

Prova.

(a) Pelaregra da cadeia temos

of of

of
¢ = {f(xo+th Yortk) } = —(xo+th Yortih+ 2o (ath, yo+tk)k = Zohe 2ok,

(b) Diferenciando adrmula obtida em (a) e utilizando que pelo Teorema de
Schwartz as derivadas mistas fle C2 comutam (iste, fy = f,x) temos

I’ d
- Gl Oorthyor ]}
drof drof
= a[&(Xo+th,yo+tk)]h + d—[—(x0+th,y0+tk)]k
o2 f o2 f o2 f 52 f 521 521 521
=|—h+—=—k|h+|=—h+=—klk = =—h2+2 hkt S he
[(9X2 +6y8x ] [ﬁxay +5y2 ] %2 IOV XAy Y

(c) Segue trivialmente de (a) e darfula : %' = 7 f-v, selv| = 1.

(d) Segue de (bm



Teorema 3 (Poliromio de Taylor de Ordem 1 com Resto de Lagrange)Se-
jam f emC?(Q) e dois pontod = (x,y) ePy = (X0,¥0), ambos enf), com o
segmentdP, c Q. Enfio, existe um pontB = (X,y) emPP, e satisfazendo

f(xy) = 1(6.50) + Z—L(XO,YO)(X—XO) + 2 (o) (Y- 30) +

2

&N~y

+ 3G D) 4
Prova.

Restringindof ao segment®Py, dadap(t) = f(Xo+th,yo+tk) = f[(Xo,Yo) +1V],
te [0,1], comv = (h,K) = (X~ X0,y - Yo), pelo Lema 1 existée (0, 1) tal que

"(t)

(3.1) ¢(1) = 9(0) + ¢'(0) + ——= >

Temosp(1) = (X y), ¢(0) = (X0, ¥o) €, pela Propos#p 2, itens (c) e (d),

¢'(0) = 5(%.Yo)h + 5 (%, Yo)k,

¢' () = 3E o+ yo+ T2 + 228 (xo+ T yo + T)hk + 51 (%o + Th,yo + T)K2.
Substituindo no sistema acini&, y) = (Xo + th,yo +tk), h=x-Xp, k=y-ys e

em (3.1) os valores achados pafd), ¢(0), ¢'(0) e ¢”(t), obtemos a tesm

Adendo. Com a notago (x,y) = (X + h,yo + K) temos,

f(Xo+hyo+K) =f(X0,V¥0)+ ax(XO yo)h+ (xo Yo)K +

+1 [ Xy + 22 (xy)hk + %(zw@] .



Matriz Hessiana e Maximos e Minimos em Duas Varaveis

Definicdes Sejaf : Q — R, comQ aberto enR?. Classificamos um pont,
emQ, relativamente fung@o f, como

(a) ponto de maximo [minimo] local se existe uma bola aberB{Po;r) c Q,
onder > 0, tal quef(Py) > f(P) [f(Po) < f(P)] paratodoP € B(Pg;r);
se tal desigualdadeestrita par& € B(Pg; r), comP # Py, dizemos qué,
& ponto de raximo [minimo] localestrito.

(b) ponto de maximo [minimo] global, ou absoluto, sef(Py) > f(P) [f(Po) <
f(P)], para todoP € Q; se tal desigualdade estrita par® ¢ Q \ {Pq},
dizemos quéd®, €, em adi@o, estrito.

(c) extremante local [absoluto] seé um ponto de @ximo, ou de rimimo, local
[absoluto].

(d) ponto critico, ou estacionario, de f, supondof emC(Q), se

of of
—(Pg) = —(Pg) =0.
0X 0) ay( 0)
(e) ponto de sela, sePq & ponto citico de f mas r@o de naximo ou mnimo,

locais.

Observacao 4. Um ponto de raximo, ou ninimo, local de uma furéo f, com
f de class€! em um abertoé sempre um ponto itico.

Corolario 5. Com mesmas hipteses e not@p da Propos#o 2 temos:

(i) SeP, é ponto de raximo [minimo] local def na diregioV, |v| = 1, istoé,
t = 0 & maximo [minimo] local deypy, enéo,

0 f

ot - _ o2
E(Po):Vf(Po)'VZO ; ﬁ(Po)ﬁo [

W(PO) > O] )
(i) SePy é€ ponto de raximo [minimo] local def enﬁo?f(Po) -0 e,
0 f 0 f

i o2t
a2 (Po) = W(Po)h2 + Zm,(Po)hk + 8—y2(Po)k2 <0[>0],V|[V]=1

4



Prova.
(i) Segue da aalise das derivadas de ordens 1 e 2 dadomfe uma vaavel

pyedolLemal.
(i) Conseqencia imediata da Propos&ig 2, de (i) e da Observag 4, acimaa

Corolario 6. Sejaf € C2(Q), Py = (X0, Yo) um seu ponto dtico eB(Pg;r) c Q,
comr > 0. DadoV = (h,k), com|V| < r, existe um pontdX,y) no segmento

unindo os pontoB, e Py + V tal que

(%0 + oyo + K) - f( )—}[az—f(i_)h%zazf (i‘)hk+82—f(>?_)k2]
XO 7y0 XO’yO - 2 axz ’y axay 7y ayz ’y *

Prova. Conseq@éncia imediata do Teorema 3 e da defiwigle ponto dtico m
Estudemos a forma quaticaQp = Qp(h,K) = f(P)h?+ 21, (P)hk+ f,, (P)k2.

Observagdo 7. Dadosa,b,c € R, sejamH = ac - b? e aforma quadratica

Q: R? - R definida por
ab h
z=Q(h,k) =ah? + 2bhk + ck®= | h k :

(i) Sea=0, vale a fatoragoz = Q(h,k) = a[ (h+ 2k)2 + Sl
(i) Sea= 0, o giafico deQ: R? - R & um parabdlide do tipo:
e seH > 0, eliptico ou circular, eix@z e concavidade para cima [baixo]

sea>0[a<0].
e seH <0, hipertblico com sela enf0, 0).

e seH =0, cilindrico.
(i) SeH <0, o gi&fico deQ & um parabdide hiperldlico.
(iv) Afuncaoz= Q(h,k) troca de sinal se e somentetde: O.
Se o gafico deQ & um parabdide elptico ou circular erdo 0= Q(0,0) &

valor minimg/maximo estrito e absoluto. Se oajico deQ & um parabdide
cilindrico ento 0= Q(0,0) & valor nMinimg/maximo rio estrito mas absoluto.



Prova.

(i) Pondoa e R em evicencia e completando quadrados obtemos,

ZTk+C—l@):a[<h+%)2—%+%§]

Q(h,k) - a(h2+

= a[(h+ %()2 + ac;zbzkz]‘

(i) Conseq@ncia trivial de (i).

(iii) Segue de (ii), s@? + ¢ # 0. Sea = c =0, segue da expres paraQ(h, k).
(iv) Segue de (i), (ii) e (iii)m

Definicao. SeM é a matriz (siratrica) 2x 2 dada na Observag 7 endoQ é a
forma quadratica associada a M.

Comentario. ldentificanddR? com o espaco das matrizes-coliia; (R), indi-
camos a matriz das coordenadas éen rela@oa base cabnica ordenada de?,

h
{e1, &}, como[V] = [ ‘ ] Ento, se[V]' = [h k] € M1,»(R) & a transposta da

matriz[V], mantendo as notaes acima temof)(h, k) = [V]'M[V] = M[V] - [V],
onde “” denota o produto escalar €Rrg.

Proposigao 8. Sejaf € C2(Q), P um ponto citico def, e a forma quaditica

fu(P) fxy(P)”h]
fyx(P)  fy(P) .

SejaV = (h,k) unitario eH f (P) = f(P) fyy(P) - [ f(P)]2. Temos,

Qe(n.K) = fo(PYIE+26 (P)Nk+fy, (PR = [ h K ]l

. F; 2
() Qe(h.k) = 55 (P).
(i) %(P) >0, para todov unitario, se somente $&f (P) > 0 e f,(P) > 0.
(iii) g—fz(P) <0, paratodov unitario, se e somente s&f (P) > 0 e f,(P) < 0.

(iv) 2L(P) troca de sinal, em reldp aV unitario, se e somente dé.f (P) < 0.
Prova.

(i) Segue da Proposap 2 (d).

(i) , (iii) e (iv) Seguem imediatamente de (i) e da Obse@m¢m



Definigdes.Sejaf € C2(Q) e P um ponto ent.
¢ A matriz hessiana de f emP, denotaddH f (P) € My (R) = [&j], & dada
pora; = fXX(P), Ao = dp1 = fxy(P) eadyy = fyy(P)
e Ohessianodef emP, Hf(P), & o determinante da matriz hessigha(P).
¢ A forma quadratica associada a f, no ponto P, indicadaQp, & a forma

quadatica associada matriz hessian# f (P).

Teorema 9 (Teste do HessianoSejaf € C%(Q), um pontdPq = (Xo,Yo) critico
def emQ, a matriz hessiana

5t &1

s P
’Hf(Po)=[ g2(Fe) - ag(Po)

aay(Po) 52 (Po)

(a) SeHf(Py) >0 e fw(Po) > 0 enfioPy € um ponto de imimo local estrito.

] e Hf(P0)=detHf(Po)

(b) SeHf(Py) > 0 e fy(Po) < 0 enioP, é um ponto de i@ximo local estrito.
(c) SeHf(Py) <0 enéioPy & um ponto de sela.

(d) SeHf(Py) = 0 enfioP, pode ser de qualquer um dos tipos acima.

grafico aproximado dé

X

Figura 1: Caso em qu,(Po) >0 e Hf(Pg) > 0.

Prova.

(a) Comof e C?, temosHf = fyf,, - fxzy > 0 e fy > 0 numa bolaB(Po;r),
ser > 0 e suficientemente pequeno. Pelo Cariol 6, dadov = (h,k) # 0,
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com| V| <r, existeP = (X,y) no segmento unindB, e Py + V, e portanto
P e B(Pg;r), tal que

f(Po+ V) - f(Po) =3[f(P)h?+2f(P)hk+ fy(P)k?] =
1

[P+ E) K] 0.

(b) Basta aplicar @tem (a)a fungo-f.
(c) Por contradigo. SeP, € ponto de raximgminimo engo, pelo Cordirio 5
obtemosZt (Po) > 0, para todd V| = 1 [ %(Po) < 0, para todd V| = 1],
>

V2
e pela Propos#p 8 (iv) conclimosH f(Pg) > 0 7

(d) Vide exemplos 1, 2 e 3, abaim

Exemplo 1. A funcdo f(x,y) = x* + y* & tal que(0,0) & ponto de rimimo
absoluto estrito, e o valorimmo e 0. E, ainda, dinico ponto ditico e f e suas
derivadas parciais se anulam nele.

Exemplo 2. A funcao f(x,y) = x3 + y3 & tal quef e suas derivadas parciais se
anulam em(0,0), queé oUnico ponto citico. Poém, é facil ver, (0,0) naoé
extremante local € um ponto de sela.

Exemplo 3.Sejaf(x,y) = ax? + by? + cxy + dx+ ey + 1, coma,b,c,d el emR, e
a?+b?+c? + 0. SePy & extremante local eab Py € extremante global (absoluto)
(vide Exerécio 2, p. 315, “Um Curso de &@culo”, H. L. Guidorrizzi, vol 4, 52
edicado).

Prova.

SejaV = (h,k) € R2. SendoPy = (Xo,Yo) Um extremante local ele um ponto
critico e assim,

(1) 0 = ¥ (X0, Yo) = (2aXo + Cyo + d, 2byo + CXo + €) .
Computandd em (X + h,yo + k) obtemos

f(xo+hyo+k) = a(xo+h)?+b(yo+k)?+c(x+h)(yo+k)+d(X+h)+e(yo+k)+1
(ah? + chk + bk?) + (2axg + cyp + d)h + (2byp + Cxo + €)K+

+ (axs +by3 + CxoYo + dXo + €Yo + 1) =

= (ah? + chk + bk?) + f(Xo, Yo) -
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Donde, encontramos

(2) f(xo+h,yo+Kk)~ f(Xo,Yo) = ah? + chk + bk? .

Solucdo (sugerida) Aplique o Teste do Hessiamp

Exemplo 4. Uma fun@o f € C?(R?) com um $ ponto citico, minimo local
mas 1ao global:

f(xy) =%+ (1-x)%2.

Resolugo.
Temos

Vf(xy) = (2x-3(1- %)%, 2(1- x)%) .
Logo, V f (x,y) = (0,0) implica (1-x)3y = 0 e assim, oy = 0, e portanto = 0,
oux =1 e neste cascawé possvel resolver X+ 3(1- x)3y? = 0. Logo,(0,0) &
o Unico ponto citico.

Ainda, f = 2+ 6(1 - x)2y?, fy, = —6(1 - x)?y, fy = 2(1-x)3 e enko

uioo-| 2 7.

e (0,0) & minimo local. Ainda, temod(2,3) = -5 < f(0,0) = 0 e portanto
(0,0) naoé minimo globalm

Exemplo 5. Analisemos os pontositicos def(,y) = x® + y* - 5x - 32y - 3.
Impondo
Vf=(5x-5,4y°-32)=(0,0),

obtemos os pontositicos(1,2) e (-1,2). Ainda,

2066 0

Hf(x,y):[ 0 137

] e Hf(xy) =240y .

Logo, (1,2) & ponto de rmimo local e(-1,2) & ponto de sela



Exemplo 6. Determine a digtncia entre as retas
rx=1+4,y=1+64, z=21, 1¢R
S:X=1+2u,y=5+15u,z=-2+6u, ueR.

Resolu@o (ha solucbes via geometria vetorial ou multiplicadores de Lagrange).
Consideremos os pontos arhitiosP e Q sobrer e s, respectivamente:
P =(1+4, 1+64, 22), A€R
{ Q =(1+2u,5+15u,-2+6u), ucR.

O quadrado da diahcia entre® e Q, |@5|2, é dado pela expreas,
D(A,u) = (A1-2u)?+ (-4+61-15u)>+ (221 +2-6u)? =
= 4142 + 26542 — 2081y — 401 + 96y + 20 .
ComVD(/l,,u) = (821-208u - 40,53Q: — 2081 + 96) , e 0s pontos égticos de
D dados por:
{4LL4D%—20 =0

44 gg)
~1041+ 265 +48 =0 '

)= (5.5

A matriz hessiana dB no pontoP, = (4, 2°) g,

82 —208]

HB)(Po) = [ ~208 530

comZ2(Py) = 82> 0 e hessianti(D)(Po) = 82x 530~ (208)2 = 196> 0.
Logo, Py € ponto de rmimo local deD e, comoé o Ginico ponto citico deD,
mede a disincia (ao quadrado) entre dois pontos aabitis das retase s, segue
gue estas@o [0 paralelas e portanto oasconcorrentes o@e reversas. Ainda
mais, geometricamente deduzimos ége ponto de rmimo global.

Substituindo os valores encontrados pasgu obtemos,

51 271 88
P=(1+1.1
(1+1,1+64,20) = (7 7,7)e
39 275 82
Q= (1+2u,5+15u,-2+6y) = (7 _7,7).

Ento, a dishncia ente esé:

144 16 36 196 14
49 49 29" Va9~ 7"

PQ) =
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22 Resolu@o (via geometria vetorial).
As retas’ e snao K0 paralelas e portanto oasconcorrentes owae reversas.

Um pontoP = (x,Y, ) € R3 pertence ao planm que coném a reta e & paralelo
a retas se e somente se [note q(k 1,0) pertence a]:

x-1y-1 z-0
0= 1 6 2 =6(x-1)-2(y-1)+3z=6x-2y+3z-4.
2 15 6

A distancia procurad@& en&o a dishncia de qualquer ponto deao planor.

Escolhenddl, 5, -2) em s obtemos (utilizando afmula para a diéincia):

_161-25+3.(-2)-4 14 _
V62 + 22+ 3 7

O exemplo a seguie de G. Peano (1884), corrigindo um engano no livro de J.

A. Serret.

d ’m

Exemplo 7.Sejaz= f(x,y) = (y- x2)(y - 2X?), (x,y) € R?. Verifique:

(a) (0,0) é olnico ponto citico.
(b) O teste da derivada segur@aconclusivo para classificar tal pontético.

(c) f restrita a qualquer reta= mx pela origem tem neste ponto umnmo
local.

(d) f ndo conserva sinal em nenhuma vizinhan¢c&d}8), o qualé en&o ponto

de sela.

Solugao.

(a) E facil ver queV f = (2x(4x% - 3y) ,-3x% + 2y) = (0,0) se e somente se
(xy) = (0.0).

(b) Temosf, = 24x? - 6y, fy, = fx = —6x e fy = 2. Logo, o determinante
hessiano enf0,0) éHf(0,0) = 0.

11



(c) Sejap(x) = f(x,mx) = (Mx - x2)(mx - 2x?) = 2x* - 3mx® + MPx?, com
m uma constante real. Vales a@rulas,¢’(x) = 8x3 — Imx? + 2nPx,
¢"(X) = 24x% - 18mx + 2P, ¢'(0) = 0 e¢”(0) = m? > 0, sem = 0. Logo,

0 pontox = 0 & ponto de rmimo local dep, sem = 0. Sem = 0 temos
f(x,0) = 2x* eé claro quex = 0 &€ enio ponto de rfimimo deg.

(d) Nas regdes{(x,y) : y > 2x%}, {(xy) : X <y < 2x°} e {(X,y) : y < X2}
temosf >0, f < 0ef > 0, respectivamente. Vide Figura abaixo. Note
tambem, vide Figura abaixo, que paxa: 0, comx # 0, 0s pontog x, mx)
da reta pertenceregio em quef > 0.

Indiguemos aransposta de uma matriz A = [&] € My;m(R), 1 <i<ne
1<j<m, porAte Mn.,(R), ondeAt = [b,s] ebrs=as sel<r<mel<s<n.

Dizemos que umanatriz quadrada A € Mp,n(R) ésimétrica seAt = A.

Exemplo 8.Sejaf : Q - R, Q um aberto diR?, Hf = fxxfyy_— f2, Po = (Xo,Yo)

fux Ty

um ponto citico de f tal quefu(Po) + 0 eH f = . Supondo ndtem

- - - Xy fyy -
(a), a seqguir, as matrizes dpg verifique:

1 0 1 0]
(@) SeM = M(x,y) = [ ; ] eN=M1-= [ ; enfio as matrizes
_fxy 1 Xy 1

Fax
M e N tem determinante 1 e

foc O fo O |
0 Hf e Hf=N 0 M N

Fax Fox

MHfM!' =

(b) Aplicando (a) e o Cordkrio 2 ce uma outra demonstrag para

e Sefw(Po) >0 e':Ti(Po) >0 enflo P, € ponto de rmimo local estrito.

e Sefw(Po) <0 e%ﬁ(Po) < 0 enBo P, é ponto de raximo local estrito.
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Matriz Hessiana e Maximos e Minimos em Trés Variaveis

Estas sefo é facilmente generaliwel para o caso de matrizes &imicas de
ordemn e N*,

Proposicao 10. SejaA € M3(R) uma matriz sirdtrica real de ordem 3,

di11 a2 A3
A=] a;; axn axg |-

di3 dx3z dsz3

tal que osnenores principais de ordens 1, 2 e 3,

dijnx Az
Ar=ay1, Ax= =defajlicj< € Az =defa]ijz = detA,

dip a2

respectivamenteas réo nulos. Eréio, existe® € M3(R) tal quedetP =1 e

Ar 0 0O
PLAP =10 £ 0 |=D.
1
0 0 2

Az

Prova.

Construiremo® a partir deA pelo netodo da elimina&go de Gauss e de opetaes
elementares realizadas pela multipl@agor matrizes (elementares) com deter-
minante 1. Lembremos que multiplicar uma linha ou colunaymmimero e
enfio adiciod-la a uma outra linha ou coluna, respectivamentena opersgo
elementar quedo altera o determinante de uma matriz.

Na etapa 1 inicialmente multiplicamos a 12 linha d& por —g—ﬁ e somamos
a 22 linha e, ainda, multiplicamos a 12 linha p{gﬁ e somamos 3?2 linha.
Efetuamos tais operaes, que comutam, multiplicando a mathiz esquerda,

respectivamente, pelas matrizes

1 0O 1 00
Py= —z—ﬁ 10 e P,=| 0 10
0 01 g g

ail
A seguir, na matriz obtida efetuamos opéreg nas colunas correspondendo as
feitas nas linhas: multiplicamos a 12 coluna pg# e somamos na 22 coluna
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e multiplicamos a 12 coluna per‘;—ﬁ e somamos na 32 coluna. Efetuamos tais
opera@es multiplicando a matria direita porP} e P5. Resumindo as quatro
opera@es obtemos,

a1 a1 &3 an O 0
P,P PIPt=D;=| 0 a a¥
2P1| a2 axp axs |P1P2=D1 &y Ry |-

di3 do3z dss 0 a%) aé?

1) @1 1
Ondeaéz)’ aés) eaés)

Devido as opera@es realizadas os respectivos menores principais dazegatri

sa0 os coeficientes que surgem ao final da etapa 1.

simétricasA e D; sao iguais. Consequentemente temos,

A
ayay) = A, = ag:A_Z,
1

Na etapa 2 multiplicamos a segunda linha d& por —% e somamos ter-
ceira linha, representando tal opgiapela matri£;, e cgzrznpletamos efetuando
a opera@o correspondente nas colunasig representada (a opeéa) pela
matriz P§. Obtemos efdto,

1 O a; O 0 10 C()l)
PsD,Pi=| O C()l) If{lo &) a2 (|0 o0 _:E_? -
0 - 1[[0 & ag]lo1 1
! ;
[a, 0 O
=lo a2 o |=D;
0 0 af

Analogamente etapa 1, devidas opera@es efetuadas os menores principais
deD,: a1, aay) eanay)al? sio iguais aos respectivos menores principais
deA. Assim sendo, obtemos
i = Ay, anaé? =Ar allaé?a((é) = As,
@ _ A2 @ _ A3
= — e = —.
a’ZZ Al a33 AZ
Por fim, notemos qUB'AP = D, comP! = P3P,P; edetP=1m
Lembrete. Duas matrizes quadradAs B, ambas enM,,(R), sAocongruentes
se existeP inverdvel emM,(R) tal queP!AP = B.
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Notacédo. A seguir, identificamos vetores éki com matrizes-colunas eMs,; (R):

X1
X=(X1%2,%3) =| X

X3

Corolario 11.Com as hipteses e a notap na Proposgo 10, consideremos a
forma quadaticaQ(X) = X'AX, comX emR3. Valem as propriedades abaixo.
(@) SeA;>0,A;>0eA;>0en&oQ é definida positiva.
(b) Se, alternando sinai&; < 0, A, > 0 e Az < 0 en@oQ é definida negativa.
(c) Nao ocorrendo (a) ou (b) [pém, comA s todos 1&o nulos], erito existem
dois vetores(; e X; tais queQ(X;) > 0eQ(X;) < 0.
Prova.

Pela Propos#o 10 existe uma matriz invével P em M3(R) tal queP'AP = D,
ondeD = [d;;] & a matriz diagonal definida pdf = di; = A, ed; = d;; = ﬁ, se
2 <i <n. Ainda mais, dadX emR3, existeY emR3 tal queX = PY e

Q(X) = X'AX = (PY)'APY = Y'P'APY =Y'DY.
Logo, é facil ver,

(@) Qé positiva definidae=d, >0 (V1<i<n) < A >0 (V1<i<n).
(b) Q é definida negativa=d; <0 (V1<i<n) < A;<0,A;>0eA3<0.

(c) Existem elementos na diagonalldeom sinais confrios. Portanto, existe
Y; emR3 tal queY;DY; > 0 e existeY, emR3 tal queY;DY; < 0. Assim,
basta tomarmoX; = PY;, comi=12m
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Definicdo. O sinalde xe Ré+1sex>0,-1sex<0eOsex=0. Sex,yeR
sa0 tais quex > 0 ey < 0, X ey temsinais opostos. Sex > 0, X & positivo e,
sex < 0, X @ negativo. Sex > 0, x € estritamente positivo e, sex < 0 enfiox &

estritamente negativo.

Teorema 12.Dadaf € C?(Q) e Py, um seu ponto édtico, consideremos

P f P f 9% f

i i 92 dxdy 0Oxoz
_ _| @ axay | 8 &t 62t

fXX(PQ) s Hlf(Po) =H,; = 521 P21 (Po) e Hf(Po) =H-= wox  oF ooz (Po)
Ayox Oy B f &t 82

8z0x Wy 7
(a) Supondo-osao nulos temos,
(i) Se os tés $i0 (estritamente) positivos, é@mP, é ponto de rinimo
local estrito.
(i) Se (alternando sinais) temdg < 0, H; > 0 eH < 0, enéioP, é ponto
de maximo local estrito.
(iii) Se (i) e(ii) ndo ocorrem, e@dioP, é ponto de sela.
(b) Se existirem ameros na diagonal principal déf com sinais opostos,

enéio Py é ponto de sela. Esta afirn@apé valida independentemente de
f.x o0UH, ouH se anularem ouao emP,.

Prova.

Analogamenté Proposigo 8 definimos para/ = (vi,V,,v3) emR3 e PemQ,

Qp(\7) = [Vl Vo Vg] fxy fyy fyz Vo |

com as entradas da matriz3, amatriz hessiana H f de f, avaliadas en®.

(@) (i) Por continuidade, existe uma bola abdé{#®,;r),r > 0, em quefyy,
H,f e Hf sdo estritamente positivas. B, pelo Cordirio 11 temos
Qe(V) > 0,VV % 0, e por um resultado trivialmente @ngo ao &
provado em duas vaveis, na Proposio 8(i),
0°f
ov2

(P)=Qp(V)>0, YPeB(Pyr) e YV, com|V|=1
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Entao, fixado um versov é elementar que a restiig def sobre o
segmentaP, + tV, |t| < r, tem um ponto de imimo estrito emP,.
Logo, f(Py+tV) > f(Py) se 0< |t| < r . Assim, comoV & versor
arbitrario, obtemos

f(P) > f(Pop),paratodP € B(Py;r), comP = Py

(ii) Segue do item (a)(i) aplicad® fungo—f.

(iii) Pelo Corofrio 3(c) existenv; eV, tais queQp, (V1) > 0 eQp,(V2) < 0
e escolhendo seus versores se preciso, supormjos 1 e |v;| = 1.
Entéo,gzivfl(Po) = Qp,(V1) > 0, %(Po) = Qp,(%) < 0, f restrita ao
segmentd®, + Vs, [t| pequeno, tem e, um ponto de rinimo estrito
e, f restrita ao segment®, +tV;, |t| pequeno, tem erR, um ponto de
maximo estrito. LogoPy naoé extremante local @ um ponto de sela.

(b) Obviom

Comentario. Tal teorema tem a@logos nas vaaveisy e z, se ao ines de
fux(Po) # 0, tivermosf,,(Po) ou f,(Py) ndo zero. Por outro lado, se tivermos
fux = fyy = Tz =0, emPg, e Hf(Py) # 0 & claro queQ(r,t, s) = 26rs+ 2ert+ 2y st
muda de sinal & € ponto de sela.

Exemplo 9. Estude com reldép a néximos e nnimos locais a furi@o
f(xy,2)=x3+y3+2-3x-3y-3z+2.

Solucao.

Temos,
Vf=(3(-1),3y*-1),3(Z-1)),

e 8 pontos dticos:

Po=(%0,Y0,20) = (£1,+1,+1).

Como as derivadas parciais em uma&eei .0 fun@es independentes das de-
mais varaveis, as derivadas mistég, f,, e f,, s3o nulas e a matriz hessiana de
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f & uma matriz diagonal:

6x 0 0 -
X

Hi(P)=| 0 6y 0| . HiPy)=| "

0 0 & d

Pelo Teste do Hessiano para uma famde tés varaveis, 0s pontos a seguir, em
gue a diagonal troca de sin@sde sela :

P, =(1,-1,-1), P,=(1,1,-1), P3=(1,-1,1),
Ps=(-1,11), Ps=(-1,,1,-1), Ps=(-1,-1,1).
EmP; = (1,1,1) temosH,f > 0, Hf > 0 e f,x > 0; logo, (1,1,1) & ponto de
minimo local.
EmPg=(-1,-1,-1), comoH;f >0,Hf <0 ef <0, (-1,-1,-1) & ponto de

maximo local m

Exemplo 10.Estude com reld@p a naximos e nmnimos locais, e pontos de sela,

a fung@o

5 3

f(xy,2) = X—+y“+z4—x——2y2.

5 3
Solugao.
Os pontos dticos satisfazenﬁf(x,y, z) = (x*-x2,4y% - 4y,47%) = (0,0,0).
Logo,

X*(x*-1)=0,4y(y*-1)=0,z=0.

Istoé,

Pl = (07 07 O) ’ P2 = (09 _17 O) ’ P3 = (O’ 15 O)a

P4:(190$0) ’ P5:(19_1$0) ’ Pﬁ:(]-’lao)a
P;=(-1,0,0),Pg=(-1,-1,0), Py = (-1,1,0).

Temos, fux = 4x3 — 2x = 2x(2x2 - 1), fyy = 12> -4 = 4(3y?> - 1), T, = 122 e
derivadas mistas nulas. Analisemos as matrizeBgmote quez=0), 1<i <9,

2x(2x? - 1) 0 0
H(T)(Pi) = 0 43y>-1) O ;
0 0 f,=0
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Hi(F)(Pi) = ZX(Z)(()Z_l) 4(3;_1) :

Como o (determinante) hessiagozero, analisemos 0s sinais na diagonal da
matriz hessiana. Pelo Teorema 2(d), os pontiiEos em que a diagonal déf
troca de sinal&o de sela. Assim, no ponRy temosf,, =2 e f,, = -4; emPg e

Pg temos, fy = -2 e fy, = 8.

Os pontosP;, i = 1,2,3, tem a formaP; = (0,y;,0) comy; = 0,-1 ou 1, res-
pectivamente, ea® de selax = 0 nao & maximo ou minmo local da restrigo
@i(%) = FO0y,0) = (X - 1) + (v -2y) pois(£ - 1) » -1 <O sex~0ex?

€ positivoa direita de zero e negativesquerda. Iste, a diferenca

2 1
f(xy,0) - f(0,,0) = ><3(Xg -3

€ positiva ou negativa conformxese aproxima de 0 pela direita ou pela esquerda.

O pontoP; = (-1,0,0) & de sela poig(z) = f(-1,0,2) = z* + & tém ninimo

local estrito emz = 0 ey(y) = f(-1,y,0) = & +y* - 2y2, y” = 12> - 4 tem
maximo local estrito eny = 0.

Os pontods = (1,-1,0) ePg = (1, 1,0) sdo de ninimo local pois as &s fun@es
de uma valélvel,xg5 - § y* - 2y? eZ* téem nminimo localemx=1,y=+1ez=0,
respectivamente, e considerando-as 8@sgde(x, y, z) € R3, as tés €m ninimo
local em(1,+1,0) e, a soma dasés, quee f, ttm nminimo local em(1,+1,0) .

Resposta.

Pontos de sela: P1, P2, P3, P4, P7, Pg € Pg.
Pontos de rmimo local: Ps e Pgm
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Matriz Hessiana e Maximos e Minimos em Varias Vari aveis

Supondof € C?(Q), Q aberto enR", e considerando a matriz (satnica) hessi-
ana def emP,

Al 32t i ]
6X§ OX1Xo " O0X1Xn

Hf = Hf(Po) = [m(PO):Ilsi,jsn =1 ... >
..(;Zf ..(;Zf ..(;zf
L OXnX1  OXnX2 T OXaXn 4

sejaAg, 1 < k < n, o menor principal de ordemk dado pelo determinante da

matrizk x k formada pelas primeirdslinhas ek colunas de+ f.

Teorema 13.Dadaf € C?(Q) e P, um ponto citico, consideremos odimeros
A1, Ag, ..o A,

(a) Supondo-osapo nulos temos,

(i) Se todos &o (estritamente) positivos, éalP, & ponto de rimimo local
estrito.
(i) Se (alternando sinais) temas < 0, A, > 0, A3 < 0, etc, endio P, é
ponto de naximo local estrito.
(iii) Se (i) e(ii) ndo ocorrem, eid@io P, é ponto de sela.
(b) Se existirem ameros na diagonal principal déf com sinais opostos,
enéoP, é ponto de sela.

Prova.

Com a argument&p no Teorema 12 claro que exist®! ¢ M,(R), com P!
um produto finito de matrizes que realizam a opacage multiplicar uma linha
por um rumero e erdio soma-la em uma outra linha, tal ge&+f(Po)P = D,
D = [dij]i<i,j<n uma matriz diagonal. Como os menores princip@s mudam
com cada oper&p temosdy; = fyx = A, d1100 = Ay €dyy = ﬁ—i,...,djj = %. O
restante da prova aralogo ao Teorema 1&

No que segue aplicamos armula de Taylor de ordem 2 e Multiplicadores de
Lagrange para expressar o Teste da Derivada Segunda seguatceito de
auto-valor de uma matriz.
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Notacdo. Identificamos vetores e®" com matrizes-colunas eMp,;(R):

X1
X:(X]_,...,Xn)E
Xn

Defini¢cdes. A aplica@o linearT : R" -~ R" associada matrizA € M,.n(R) &
dada por
T(X) = AX, ondeX e R"

Um nimero reall € umauto-valor de A se existeX emR" tal que
AX = AX.
SeA e Mn.n(R) & sinétrica, enfio aforma quadratica associada a A & dada por
Q:R"->R, Q(X)=X'AX=AX-X .
Lema 14. SeQ é a forma quaditica associada matriz sinétricaA enéo
T Q(X) = 2AX .
Prova.

n n
SeA=[gj] enBlo AX = ( lzlaljxj,...., Zlan,-x,- ) e enko, comae;j = a;j,
j= j=

Q(X) = leZa,XJ 2 > axxj + _Za..

1<i<j<n
Logo,
9Q
=2 agXj + 284X = ZZakaJ — VQ(X)=2AXm
aXk j#k j=1
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Corolério 15. SejamM em, o maximo e o ninimo, respectivamente, da forma
quadaticaQ sobre a esfera uditia{X ¢ R": |X| = 1}. Enéo,

(a) M em sdo, respectivamente, o maior e o menor auto-valor (reah. de

(b) mX]?2 < Q(X) < M|X|?, para todoX € R".

(c) Q é definida positiva se ése 0s auto-valores desao maiores que zero.

(d) Q é definida negativa se é se 0s auto-valores #esdo menores que zero.
Proval.

(a) Por ser comhua Q assume raximo e mnimo sobre o compacté"?! =
{X e R": |X| = 1}. Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, para
cada ponto de Aximo e de rinimo X na esfera unétria S™* = g=1(0),
comg(Xg, ..., %) = X2+ -+ X2 — 1, existed € R tal que

?Q(xl,...,xn) = A?g(xl,...,xn),
e enho, para tais pontos e pelo Lema 14 temos
2AX = 12X = AX=aX,

e assim, s&y, com|Xy| = 1, é tal queQ(Xy) = M e 1y emR & tal que
AXm = Ap Xy, temos

M = Q(Xm) = AXy - Xm = 2| Xum|? = A,

e analogamente temés{y = AnXm, [Xm| = L em= Q(Xn) = AXm: X = Am
Ainda, se o fimero reall & auto-valor de, & claro que exista/ unitario
tal queA(V) = 1V. Neste caso temas< Q(V) < M e, aindaQ(V) =
(AV)-V =AV -V = 1|V [2= A. Donde conclimos,m< A < M.

(b) SeV =0 enfio,

msQ(%)<M — msA(—)-—sM:ms ﬂv <M.

(c) e (d) Seguem trivialmente de (bm

1E provado errAIgebra Linear que toda matrik simétrica e real de ordem tem n auto-valores
reais: as rezes, com suas multiplicidades, do pdlmio caractdstico p(1) = detA- Al ), | a matriz
identidade deM,(R). Mas, réo utilizaremos tal fato.

22



Lema 16. Sejaf € C?(B(a;r)), comB(a;r) c R" er > 0, a um ponto es-
taciorario (istoé, ponto citico) def e V = (vi,...,v,) € R" tal que| V| <.
Entéo,

1 0

f(a+V) = f(a) + 2 Z

(a)v.vJ +|V]?’E(a; V), com lim E(a; V) =0.

Prova.

Fixado V = (Vi,..,Va) # 0 € R, | V| < r, consideremos 0 seu versai =
(W15, ) = % Aplicandoa fun@o¢(t) = f(a+tw), t variando enf0,r), a
Férmula de Taylor com Resto Infinitesimal temos

(161)  ¢(t) = ¢(0) + ¢'(O)t + Léo)ﬁ + CE(O;t), ImE(0;1) =0,

com, analogamente ao mostrado no Teorema 9 e no&@mr & para funges em
duas varveis,

W)= 1), ¢(0)=(F(a).3)-=(@=0e

o n g2
¢"(0) = 62_’( a) = Z m(a)wiwj-

Assim, substituindo tais exprésss em (16.1) obtemos a eqaag
f(a+tw) = f(a) + ¢ zn: O ———(a)wjw; + t2E(0;t) ; limE(0;t) =0
= 2 J 8x|(9 ] J ] t—0 ] - ’

v

atrawes da qual, com a substitbigst = | V]| e w = v € notando a identidade

|T/’|2wicuj = VjVj, conclimos a tesa
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Teorema 17. Sejamf ¢ C?(B(a;r)), comB(a;r) c R" er > 0, a um ponto
estacioario def e
n 2

f
V) =
V) i,jz;laxiaxi

(a)vivj, comV = (vy,...,V,) emR".

S4o \alidas as propriedades abaixo.
(a) Se os auto-valores @éf (a) sdo estritamente positivos, @atf tem um
minimo local ena.

(b) Se os auto-valores d¢f(a) sdo estritamente negativos, aatf tem um
méaximo local ena.

(c) SetH f(a) tem auto-valores positivos e negativos, ambos estritanentio
a é um ponto de sela.

Prova.

(@) Sem> 0& o menor auto-valor d&, pelo Corohrio 15 (b) obtemoQ(V) >
mv
existes > 0 tal que|E(a; V)| < T se 0< | V| < § e ento,

2 paratodov emR". Ainda, pelo Lema 16 e sua notax; vemos que

(@ V)-1(@) = 2Q(V)+VE@ V) > TV T1vp = Tive > o.

(b) Segue de (a), trocandopor —f.

(c) Basta notar que s¢ & auto-valor deA e V & um vetor unério tal que
AV = AV enfo,

0’ f

OV?2

(@)=Q(V)=aV-V=4V}=2a

Logo, havendo auto-valores com sinais opostos, sobre umesgg pora

a restri@o def assume ena um valor mnimo estrito e sobre um outro
segmento poa, f assume ena um valor néximo estrito. Logoa naoé
um extremante local dé e & um ponto de selam
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O resultado abaixo permite mostrar a “volta” do Teorema 4.8, seQ & uma
forma definida positiva eb os menores principals,....A, S20 estritamente
positivos.

Corolario 18. SeA € M.n(R) é singétrica e real €(X) = AX-X >0, VX # 0,
enéodetA > 0.
Prova.

Pelo Coroario 15 o polidmio caractdstico deA, p(1) = detfA-A1l), | a matriz
identidade de ordem, tem ao menos umaimareal e todas as suadzes reais
pertencem g0, +o0). Ainda mais, seu mamio de maior grae (-1)"A" e
assim,

ﬂﬁrpoo p(A) = Aﬂrpoo(—l)”/l” = +o0 , Sejan par ouimpar.

Entio, como Ao ha rdzes reais enf-oo, 0] segue quep(0) = detA é estrita-
mente positivo m

Estratégia para a determinago de nmaximos e mnimos, locais e absolutos.

Definicdes Topobgicas.Abaixo,R" €éR ouR? ouR3. SejaA c R".

e Aéfechado se seu complementaraberto.
e Aécompacto seA é fechado e limitado. EscrevemosamA = K.

e Ointerior de A, int(A), & o conjunto dos ponta¥ em A tais que existe
uma bola aberta centrada efre contida emA: B(X;r) c A, r > 0.

e A fronteira de A, indicada pobA, € o conjunto dos pontos € R" tais que
toda bola aberta centrada efrintersectaA e A®, o complementar de A.
Istoé, Vr > 0,B(X;r)n A=z eB(X;r)nAC = g.

Obs. DadoX € A, X & umponto interior [X € int(A)] ou de fronteira [X € dA].
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Definicao. Dadaf : Dom(f) - R e A c Dom(f) c R", um extremante local
de f em A & um pontoPy € A queé maximo, ou minimo, local dea funcao f
restrita a A. Istoé, existe > 0 tal quePy &€ maximo, ou ninimo, def restrita ao
conjuntoB(Po;r) n A.

Segue, sem a demonstéag um resultado fundamental para estudo d&imos

e minimos.

Teorema (Weierstrass).Dadaf ¢ C(K), K compacto enR", f assume valor
maximo e mnimo absolutos erk. Istoé, existemP; e P,, emK, tais que

f(P1) < f(X) < f(P;), paratodoX emK .

Determinagédo de maximos e minimos, locais e absolutos, para f € C1(K):
(1) Restringindof aint(K) determinamos os pontositicos, candidatos a ex-
tremantes.

(2) Investigamos os pos&is pontos de @ximo e mnimo def sobre a fron-
teira, 0K, ou elementarmente ou (veremos) por multiplicadores de La-
grange.

(3) Os extremos absolutos astentre os valores denos pontos encontrados.
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