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Fundamentos de Aralise Classica:
o Supremo, Teoremas de Bolzano e Weierstrass e a Integrabitide das Fun@es Contnuas

O queé uma derivada? Resposta: um limite.
O queé uma integral? Resposta: um limite.

O queé uma érie infinita? Resposta: um limite.
O queé enko um limite? Resposta: untimero.
Muito bem! O quet enfio um rimero?*

Definicao. SejaX um subconjunto @o vazio d&R. Enfo,
e O maior elemento d¥, quando existe2 omaximo de X, indicado max.
e O menor elemento d¥, quando existe2 ominimo de X, indicado minX.
e M € R & ummajorante, oucota superior, deX sex< M, Vxe X.

e me R & umminorante, ou cota inferior, deX sem< x, Vxe X.

Exemplo 1.Consideremos os seguintes subconjuntide
(a) X=[0,1] (b)X=(0,1) (c)X=(-00,-2) (d)X=(2,+0) (€)X=Qn(0,7).
Analizando cada um dos casos acima encontramosXpara
(@) minX =0, maxX =1, {meR: mminoraX} = (-o0,0] e {M e R: M majoraX} = [1, +00).
(b) 2minX, AmaxX, {me R : mminoraX} = (-o00,0] € {M € R : M majoraX} = [1,+o0).
(c) AminX, 3 maxX, nao admite minorante fM € R : M majoraX} = [-2, +o0).
(d) 2minX, AmaxX, {M € R : M minoraX} = (-o0, 2] e ro admite majorante.
() AminX, 3maxX, {M € R: M minoraX} = (-o0,0] e {me R : mmajoraX} = [7, +o0).
Definicao. SejaX um subconjunto &o vazio d&R. Enfo,
e O menomajorante de X, quando existeg osupremode X, indicado sufX. Istog,
supX = min{M € R : M & majorante d&} .
e O maiorminorante de X, quando existet oinfimo de X, indicado infX. Istoé,

inf X = max{me R : mé minorante de&} .

1vide Analysis by Its History, E. Hairer and G. Wanner, Undadyate Texts in Mathematics, Springer, N. Y., 2000, p. 168.



Exemplo 2. Consideremos os seguintes subconjuntixde
(@ X=[0.1] (b)X=(0.1) (c)X=(-00.-2) (d)X=(2+c0) (e)X=Qn(0.7).
Analizando cada um dos casos acima encontramosX¥para
(@) infX=0esupX=1.
(b) infX=0esupX=1.
(c) Ainf X e supX = -2.
(d) inf X =2 e?supX.
(e) infX=0esupX="7.
Definicao. SejaX c R. Enfo,
¢ X élimitado superiormente se X admite um majorante.
e X élimitado inferiormente seX admite um minorante.

A Propriedade do Supremoa seguir, enunciada por Bolz&nem 1817 [A History of Analy-
sis, Hans Niels Jahnke, editor, American Mathematical @gclLondon Mathematical Society, 2003,
p.175],€ uma das mais fundamentais em mattoa eé em alguns textos apresentada como um axioma
[Elon Lages Lima, Um Curso de Afise, IMPA, 1976] e em outras provado como um teorema [H. L.
Guidorizzi, Um Curso de &lculo, Vol 1, LTC Editora, Agndice 6]. Neste texto apresentamos apenas
seu enunciado e convidamos o leitor a consultar ao menos estasdduas citadas obras.

(Propriedade do Supremo)Todo subconjunto d& nao vazio e limitado superiormente admite su-
premo.

Corolario (Propriedade de Aproximacdo). SejaX um subconjunto #o vazio deR e s = supX. Sea
éreal ea < s, enfio existex € X tal que
a<x<s.

Prova. Comos & um majorante di, temosx < s, Vx € X. Assim, supondo queao existax em X tal
quea< X< stemosx < a, VX € X, e portantaa € um majorante d¥ ea< s/
Analogamente Propriedade do Supremo e seu caniol temos,

(Propriedade doinfimo) Todo subconjunto d& nao vazio e limitado inferiormente admitefimo..
Prova. SeX & o conjunto em quedb, basta aplicar a Propriedade do Supremo ao conjuXita

A seguir veremos algumas das principais congaqias da Propriedade do Supremo.

2B. Bolzano (1781-1848), padre tcheco, viveu em Praga e tevelsra redescoberta e reconhecida postumamente em 1870.



Propriedade de Arquimedes.Sex > 0 ey sao0 reais, exista € N tal quenx >y .
Prova. Suponhamos, por absurdo, que< y para todo natural. Enfo, o conjunto

X={nx:neN}

€ obviamente @o-vazio e majorado pgre assim, pela Propriedade do Supremo, admite supremo. Seja
s = supX. Notando quex > 0, 0 suprema@ 0 menor dos majorantesse X < s, segue que — X Nnaoé
um majorante d& e existeme N tal ques—- x < mx, o que implicas< (m+1)x e (m+1)xe X ¢

Corolario 1. O conjuntoN naoé limitado superiormente ef
Prova. Dadox € R, pela Propr. de Arquimedes e como D, existene Ntalquen=n1>Xx m

Corolario 2 (Nao ha infinit ésimos enR). Para todox > 0, existe um naturai tal que% <X
Prova. Comox > 0, pela propriedade arquimediana existeN tal quenx > 1 e assim% <X m

Teorema do Anulamento (Bolzano-Weierstrass) (1817) Se f; [a,b] - R & uma fun&o contnua e
f(a) <0< f(b), ento existec € [a, b] tal quef(c) = 0.
Prova. O conjuntoX = {x € [a,b] : f(X) < O} &tal quea ¢ X e limitado superiormente pbr Logo, pela
Propriedade do Supremo, existe supX ea < ¢ < b. Mostremos, aplicando o Teorema da Consé&igac
do Sinala fung@o contnuaf, que tantof (c) < 0 comof(c) > 0 acarretam contradigs.

Sef(c) <0temosc < be f <0em algum intervalgc,c + §) c [a,b], comé > 0 e suficientemente
pequeno. Logo, existec [a,b] tal quex>ce f(x) <07

Sef(c) > 0temosa < ce f > 0 em algum intervaldc - ,c] c [a b], § > 0 e suficientemente
pequeno. P@m, pela Propriedade de Aproxindas existex € (¢ - 6,c] tal quef(x) <0/

Teorema do Valor Intermediario. Sef & contnua em[a,b] e f(a) <y < f(b) enfio, existec € [a,b]
tal quef(c) = .
Prova. Sef(a) <y < f(b), aplicamos o Teor. de Bolzano-Weierstragsn@og(x) = f(x) -y m

Definigdes.UmaseqenciaemR & uma fun@ox: N — R, indicadax = (X,), comx, = x(n), ¥ne N.
Indicamos erfio, (Xn) = (X1, X2, .. Xn, -..) € @iNda(Xn) = (X0 )y = (Xn)new- Ainda mais,

e Se{n; < Ny < .. <ng< ..} &um subconjunto infinito d&, (X, ) = (X Xny» --» Xne» ---) € UMA
subseq@nciada segéncia(xy).

e (Xn) € umaseqencia crescente [descrescentsgx, > Xm[Xn < Xm] para todar > m, n,me N,

Notemos que toda subsdmciaé uma segéncia.

3Karl Weierstrass (1815-1897), matatico alenio.



Exemplos 3.Temos, enR, 0os exemplos abaixo de sémcias e subsegacias.

e Sex,=n,VneN, enfo(x,) = (1,2,3,...) &€ a seqancia estritamente crescente dos naturais.

Sey, =2n, ne N, enfo(y,) & a subseddncia dos pares da sémcia dos naturais.

SereRes,=1+r+r+...+r", neN, enfio(s,) & a segéncia das somas finitas das progéess
geonttricas de ra&or, de 1 ar".

Sex, = ,neN, enfo(x,) = (%) & a segéncia dos inversos dos naturais.

Sex, = /nentio(Xan1) = ( "V2n+ 1), € uma subseduncia da secncia(/n).

Lema. Toda seqancia(x,) admite ou uma subse@ucia crescente ou uma subseggia decrescente.
Prova. Chamemo# de um “ponto de pico” da se@uacia(x,) sexm < X, para todan > n.

Se (%) tem uma quantidade infinita de pontos de pifm, < ny < ...}, enfio a subsed@ncia
(Xn )kert € estritamente decrescente pois temps Xn, > ...

Se(x,) tem uma quantidade finita de pontos de pico, sgjam natural estritamente maior que
todos os pontos de pico d&,). Comon; naoé um ponto de pico eab existen, > ng, N € N,

tal quex,, < xn, €, comon, tamkem roé ponto de pico segue que existe> Ny, N3 € N, tal que
Xn, < Xn,. Iterando, obtemos uma subséquia crescentede,) =

Defini¢des.Seja(x,) uma segéncia enR. Dizemos que a se@ucia(x,)

e converge al € R seVe > 0 existeng € N tal que|x, - L| < e sen > ng. Nota@o: lim x, = L.

N—+o0

o diverge a+oco seVM e R existeng € N tal quex, > M sen > ng. Nota@o: lim X, = +oo.
N—+oo

o diverge a—oo seVM € R existeng € N tal quex, < M sen > ng. Notag@o: Ilim X, = —oo.

N—+o00

o diverge se rao existel € R tal que lim x, = L.
N—+o0

Exemplos 4.Temos, enR, os exemplos abaixo de sémcias convergentes e divergentes.
e Sexp,=n,VneN, enBo |lim n= +oo.
N—+oo

l_rn+1
i !

e Selrl<lesy=1+r+r2+ . +r"= neN,enfio lim s =1

N—+oo

e Sex,=:,neN,enfo lim 1=0.

N—+oo

_ 1 n . 1 n _
o Sexp=(1+2)",neN, enﬁon_ljmo(1+ i) =e
Lema. Se(x,) € crescente [decrescente] e limitada&er{ix,) & convergente.
Prova. Como (-x,) & crescente séx,) & decrescente basta supornfag) crescente. EaD, pela
Propriedade do Supremo existe: sup{x, : n € N} e dadoe > 0 existeng € N tal quea — € < X, < a €,
como(x,) é crescente, &> Ng temosa — € < X, < Xy < @, 0 que implicgdx, —a|<esen>ny m



Teorema. Toda segéncia limitada admite ao menos uma sub&egia convergente.
Prova. Segue dos dois lemas anterioms

Proposicao. Sef : X - R & contnua emxg € X e (x,) &€ uma seg@ncia contida enx e convergente a
X € X entio a seqéncia( f(x,)) converge & (xo).

Prova. Dadoe > 0, por hiptese existé > 0 tal que|f(x) — f(xo)| < € se|x - X| < § e x e X. Como
nﬂrpw Xn = Xo, €Xisteng € N tal que|x, — Xo| < e sen>ng e enko,|f(x,) - f(Xo)| <esen>nym
Teorema da Limitacdo. Sef & contnua em[a, b] enfio f & limitada.

Prova. Por contradigo. Bisectandbl, = [a, b] sejal, um dos subintervalog, %’] e [%’, b] em que
f nao € limitada (existe ao menos um). Repetindo o argumentogtis®sl, e selecionamok; um
subintervalo desta bise@g, no qualf naoé limitada. lterando tal processo obtemos uma éegia de
intervalos encaixantes(In)ne, In = [Xn, Yn]s Ins1 € In, satisfazendg, — x, = % n>1.

A sequéncia(x,) é crescente e a segpcia(yn) € decrescente, ambas émb]. Temosx, < ym se
n,me N [sem < ntemosx, < ¥n < Ym €, Sem > n, X, < Xn < Ym]- Pelas Propriedades do Supremo
e doinfimo, (x,) converge ax = sup{x, : n € N} e (y,) converge & = inf{y, : n € N} e, ainda,
Xn € X <Y < Yy [POIS, Xn < Ym, VN,M e N, e fixom € N da defini@o de supremo segue< yn, para
m arbitrario, e da definigo deinfimo seguex <y <y, Vm e N]. Desta forma temos @ y — x < bz;""
bz‘na =0, pelo Teorema do Confronto segue x=0ex=y.

Comof & contnua, existe um interval(x—4, x+¢), 6 > 0, em quef & limitada. Poem, tal intervalo
coném algum intervald, no qualf & réo limitada#

Vn e N, e portanto, como lim
N—+oo

Teorema de WeierstrassSe f & contnua em[a, b] enfo existenxy, x; € [a, b] tais que
f(x1) < f(x) < f(x),Vxe[ab].

Prova. ComoX = { f(x); x ¢ [a,b]} = f([a,b]) & limitado, pelas Propriedades do Supremo &imo
existemM = supX em = inf X. Mostremos qué/ ¢ f([a,b]) (a prova paran & araloga).
Sef(x) < M, ¥xe [ab], enfio temos (& g(x) = ﬁ(x) ,VXe€ [ab], egécontnuae, pelo Teorema
1

da Limitag@o, existes € R tal que 0< Vo <Be portantoM - f (x) > %, o que implicaf (x) < M —[%,

Vx e [a,b], e assim sendW naoé supremo d&X 7/

Para provarmos que fubes corinuas enja, b] sio integaveis, recordemos a defifig de integral.

Definicao. Dadaf : [a,b] = R, P = {Xp = a< x; < ... < X, = b} umaparticdo de[a, b] e umaescolha
subordinada parti@oP, £ = {¢ : ¢ € [X-1, %], Vi = 1,..,n}, asoma de Riemanrde f em relagoa
particdo P e a escolh& é:

S(F:P;€) = 3 F(6)Ax.. Com Ax = (X~ 1)
i=1

A normadeP é|P|:=max{Ax :1<i<n}e[x-1,%], L<i<n, &um subintervalo determinado pér

4Raciodcios por biec@o foram muito utilizados por Bolzano e taam se encontram em Elementos, Euclides, Livro X.



Definicdo. Dadaf : [a,b] — R, dizemos qud & Riemann-integravel, ou simplesmentmtegravel, se
existe um fameroL ¢ R tal que para tode > 0 existes > 0 satisfazendo: para toda pa#igP de[a, b]
com normdP] < ¢, para qualquer gue seja a escathsubordinada parti¢o P temos

‘S(f;P;E)—L| <e.
Notagdes: Escrevemos eab,

n
lim f(c)Ax =L e
|PP0; (ci)

L:fabf(x)dx.

O nﬂmerojab f(x) dx & chamado dentegral de f em[a, b].

No que segue mantemos a n@a@cima. Sé & contnua em[a, b], pelo Teorema de Weierstraks
é limitada ema, b] e podemos introduzir os conceitos a seguir.

Definigao. Sef : [a,b] > R & contnua eP = {a = Xy < X1 < ... < X, = b} & uma partigo de[a,b], a
soma inferior e asoma superioP de f em rela@oa partigo P sio, respectivamente,

S(f;P) :zn:mAxi, m =min{ f(x):xe[%_1,%]} €
i=1

n
S(f; P) = Z MiAX, M= min{ f(X) :X€ [Xi—l,xi]} .
i=1
A seguir, utilizando uma igia que remonta a Arquimedes, mostraremos que 0 existenrensop
das somas inferiores einfimo das somas superiores e que esiesguais e efdo quef & integavel.

Notacao: SeA c [a,b] enfo n/linf =min{f(x):xeA} e rrLaxf =max{ f(x); xe A}.

Observago 1.Sejaf : [a,b] — R contnua. Valem as propriedades abaixo.
(a) Sel eJsao subintervalos dg, b] el c J enfio,
mJinf < mlinf < mlaxf < mJaxf .
(b) SeP; e P, sao parties dda, b] entio, ordenand®; u P, esteé tamieém uma partigo de[a, b].
(c) SeP; e P, sdo partifes degfa, b] enfo
S(f;P1) <S(f;P1UP2) <S(f;P1uP2) <S(f;P2).
(d) SeP & uma partigo de[a, b] e £ & uma escolha qualquer subordinadaarti@o P enfo,

S(f;P) <S(f;P;€) <S(f;P).

SEstes conceitos foram introduzidos pelo mataéoo fran@s G. Darboux (1842-1917)



Prova.
(&) Trivial.
(b) Obvio.

(c) Seli=[%-1,%],1=1,..,n, &um subintervalo determinado pela p&ti®, enfiol; & a reurio
dos subintervalog; = [yj-1,Y;], j = L....,N, N > n, determinados pela pardig P, u P, que esio
contidos enl;. Desta forma, pelttem (a) temos,

minf)Ax, = (minf Ay; < minf) Ay; e
(minf)Ax = (mi )j%ﬁdi i J_:JZJC“( inf) Ay,

> (mJaxf)ij < (mlaxf) > Ay = (rr}axf)Axi.
j:djcl ] ' j:Jjeli !

Entdo, destacando o 1° e o 3° termos das €igm@acima e somando paral,...,n obtemos

§(f,P1) S§(f;P1UP2)

S(f;PruP,) <S(f;Py)
e, por analogiaS(f; Py uPy) < S(f;P,). ComoS(f;P;uP,) <S(f;P;uP,), provamos (c).
(d) Evidentem

Proposicao. Se f & contnua em[a, b] enio existem
a= sup{§(f; P) : P & parti¢o de[a, b]} e B=inf {§(f; P) : P & parti@o de[a, b]}

e, ainda, temos < §3.
Prova. SejamP; e P, duas partiges arbitarias dg/a, b]. Pela Observap 1(c) temos,

S(f;P1) <S(f;P2).

Assim, fixoP, o conjunto{§(f; P1) : P, & parti@o de [a,b] } € rdo vazio e majorado p&(f; P,).
Logo, temosr < S(f; P,) e, como esta desigualdadedlida para toda partip P, de[a, b] segue que
@ & um minorante do conjunt@S( f; P,) : P, & parti@o de[a, b]} e portanto conclmosa < 3 m

Proposicao. Sef : X - R & contnua emxg € X e () € uma seg@ncia contida enx e convergente a
Xo € X entio a seqéncia( f(x,)) converge & (xo).

Prova. Dadoe > 0, por hipbtese exist& > 0 tal que|f(x) — f(Xo)| < € se|x— x| < § e x ¢ X. Como
nﬂrpw Xn = Xo, €Xisteng € N tal que|x, — Xo| < e sen > ng e endo,|f(x,) — f(X)| <esen>nym

Definicao. Uma fun@o f : X —» R, X c R, & uniformemente coirtua seve > 0 existes > 0 tal que

sex,ye Xento: |[x-y| <6 = |f(x) - f(y)|<e.



Teorema (Heine, 1872%.Sef : [a,b] - R & contnua en&o f & uniformemente cofmua.

Prova. Por contradigo. Caso conério, existesy > 0 tal que se& = % n e N, existemx, ey, em[a,b]
tais quelX, — Yn| < £ e|f(x,) - f(y¥n)| > €0. Sendo limitada(x,) admite subsedncia convergentexy, )
e reenumerando esta se neaesssupomos, sem perda de generalidégg), convergente & Notemos
que como temoa < X, < b, n € N, segue que € [a,b]. Ainda mais, comdx, — yn| < % Vn e N, temos
que tamiém (y,) tamkem converge &. Portanto, G nﬂrpooﬁ(xn) - f(yn)|2e&?

Teorema.Sef : [a,b] — R & contnua endio f & integavel.

Prova. Dadoe > 0, comof & uniformemente coitua,3¢6 > O tal quelx-y| < 6 = |f(X)-f(y)| < ;5.
SejaP = {xp =a< X < ... < X, = b} uma partigo de[a, b] com normgP| = Ei%?](Axi < 6. Ento, se

m e M; sdo, respectivamente, oinimo e o naximo def em[x._1, X ] temos

0<S(f;P)-S(f;P) = Zn;(lvn —m)AX < %aimq —e.
i i
ComoS(f;P) < a < B < S(f;P), ondea & o supremo do conjunto das somas inferiore$ d¢ &
o infimo do conjunto das somas superiored dambas relativaas partifes dea, b], temos
0<p-a<S(f;P)-S(f;P)<e
e, comoee € arbit@ario,a = 5. Sejal = a. Se€ & uma escolha qualquer relativ®apela Obs. 1(d) temos
S(f;P;€) < S(f;P) = S(f;P) + [S(f;P)-S(f;P)] <a+e=L+e e
L-€=p-€<S(f;P) - [S(f;P)-S(f;P)] = S(f;P) < S(f; P;£),

donde seguk — e < S(f; P;&) < L + ¢, para toda part@o P tal que|P| < 6, qualquer que seja a escolha
£ relativaa parti@oP. Logo, f & integavel e a integral dé éL = a = 8. Istoé,

fb f(x)dx = sup{S(f;P): P& parti¢o de[a,b]} =inf {S(f;P): P& parti@o de[a,b]} =
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