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1. Introducao.

Suponhamos uma torneira aberta em uma piscina e com a velocidade de es-

coamento da dgua (a vazao, ou fluxo) variando com o tempo.

Figura 1: Enchendo de d4gua uma piscina.

Conhecendo o fluxo em cada instante num periodo, digamos [0, T], é razodvel

que possamos determinar a variacao da quantidade de agua neste periodo.

Denotando por Q(t) a quantidade de 4gua no recipiente no instante ¢ e intro-

duzindo instantes intermediarios
O=to< <t <---<t,=T1T,

a variagdo de Q(t) no periodo [0,7] é a soma das variagoes nos subintervalos

temporais. Assim,

[ti—ti—1]*

A taxa de variagao de Q@ = Q(t) em [t;_1,t;] coincide com (vide teorema do
valor médio e/ou sua interpretagao) a vazao (velocidade de escoamento) num

determinado instante ¢; € [t;_1,t;]. Isto é, pondo

Atz - tz - ti—l



obtemos

A ti—1—t; i) — i— e
2) Aisnl _ QO =200) _ g,

Combinando (1) e (2) encontramos

- A ti—ti1 - ’
®) Q) - Qo) = Y2 S v - S A,
! i=1

=1

Definimos a integral da funcao )’ como o limite dos somatdrios
n
ZQ'(ci)Ati , ¢; arbitrdrio em [t;_1, ;]
i=1

quando os comprimentos dos sub-intervalos tendem todos a zero.

Indicamos a a integral da fungao ()’ por

/0 Lo

Assim, se tal limite existir, e ele existe se a fungao @' é continua (como provaremos

na secao Integrabilidade das Fun¢des Continuas), temos

am)-Qo) - [ Qs

Interpretacao. A variacao da quantidade de agua é a integral do fluxo no
periodo considerado.
Notando que @ é uma primitiva de Q" (pois a derivada de @) é Q') e trocando

Q' por f é facil ver que podemos reenunciar o resultado acima da forma abaixo.

Dada f : [a,b] — R integrdvel e F uma primitiva de f, temos

b
/ f(z)dex = F(b) — F(a) .

Os célculos acima constituem com um minimo de cuidados uma demonstracao

do primeiro Teorema Fundamental do Célculo, como mostramos a seguir.



2. Definicao de Integral e Primeiro TFC.

Teorema (Primeiro Teorema Fundamental do Cdélculo). [O valor da
integral é a variacao da primitiva, se esta existir.] Sejam f : [a,b] - R

Riemann integravel e F' : [a,b] — R derivavel e tais que F' = f. Entao,

/ f(z)dx = F(b) — F(a) .
Prova.

Por defini¢ao do conceito integral de Riemann, a fungao f ¢ limitada e a

integral de Riemann de f é dada por

b n
/a f(z)dx = |7191|I£0;f(ci)Axi’

onde

P={xp=a<wz <w3<-<xp_y <x,=>}éuma partigao de [a,b],

|P| = max Az; = max{Axy,...,Ax,} é a norma da parti¢ao P,
1<i<n
E= {Cl,...,Cn}
¢ uma escolha arbitraria de pontos ¢; € [x;_1,x;], parai =1,...,n, subor-

dinada a particao P e
i=1

¢ a soma de Riemann de f, relativa a particao P e a escolha £. Dizemos

entao que a funcao f é Riemann integrivel ou, brevemente, integravel.
[Logo, veremos que a hip6tese “limitada” na definigao de integral é supérflua.|

A seguir, seja
P={xp=a<x<19<--- <10 =0}
uma parti¢do qualquer de [a,b]. Temos
F(8) - F(a) = [F(w) — F(@o)] + [F(w2) = F(e1)] + -+ [F(@n) = F(n1)]
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Pelo TVM para derivadas, existe ¢; € [x;_1, ;] tal que
F(ZL'Z) - F(.CL'Z‘,1) = F/(C,L)Allfl

Logo, como F'(¢;) = f(¢;), a soma de Riemann de f relativa a esta partigdo

P e a esta particular escolha & = {¢1,¢9,...,¢,} €

i flei)Az; = i F'(c;) Az
=1 i=1

= Z[F(%‘) — F(zi1)]
_ F(b) — F(a).

Assim, para toda particao P existe uma escolha & tal que o valor da soma

de Riemann correspondente é F'(b) — F(a).

Portanto, como existe o limite para escolhas arbitrarias subordinadas a uma

particao, tal limite é igual ao valor ja obtido
F(b)—F(a)

Comentario. A hipétese “limitada” na definigao de integral é supérflua.
De fato, sejam f : [a,b] — R, um ntimero real I, um nimero natural n e uma
partigio P ={zp=a < --- <z, =b},com Azx; = A= (b—a)/nsei=1,...,n,
tais que

n

> fle)Aw — 1

=1

< 1, para todos ¢; € [z;_1,x;] ei=1,...,n.

Consideremos um arbitrario p € [a,b]. Seja j tal que p € [z;_1,x,]. Segue

< 1.

‘f(p)A +> fla)Aa -1
i#j

Pela desigualdade triangular |z| — |y| < | + y|, segue

FPIA[ <1+ fla)A—1

i#]




Pela desigualdade triangular |z + y| < |z| + |y| segue

> flz)Al.

i#]

[fP)Al <1+ [I]+

Aplicando sucessivamente a desigualdade triangular |z+y| < |z|+]|y| encontramos

F(P)Al < L+ [T+ |f(z)Al.

i#]
Donde segue

[F)A] < T+ [+ [ (xo)[ + -+ [f(z)] + -+ [f(2al]A.

Por fim, temos

1+ 7]
fp)l < —%

+ [f (o)l + -+ [ f () + -+ | (2al,

para todo ponto p em [a,b]. Logo, f é limitada

Nem toda fungao integravel admite primitiva. Por exemplo, a fungao

0 se —1 <x
f(x) =
1 se 0 <z

INIA

0
L,
¢ integravel em [—1,1] mas, nao existe F : [1,1] — R derivével tal que F' = f
em todo ponto de [—1,1]. Verifique.

Assumiremos, por algumas segoes, o seguinte resultado,
Teorema (Existéncia da integral para fungoes continuas). Consideremos

uma funcao f : [a,b] — R continua. Entao, f é Riemann integravel.

Prova. Vide secao Integrabilidade das fun¢des continuas.



3. Propriedades Elementares da Integral.

Proposicao (Linearidade da Integral). Sejam f,g : [a,b] — R duas fungoes

integraveis e A\ € R. Entao, as func¢oes f + g e A\f sao integraveis. Ainda mais,

/ab(f +g)(x)dx = /abf(:r)da: + /abg(x)dx e /ab(Af)(x)da: = )\/ab f(z)dz.

Prova.

¢ Propriedade da soma. Utilizemos a definicao de integral. Dado € > 0 existe
um ¢; > 0 tal que para toda particdo P; com norma |P;| < d; e para toda
escolha & subordinada a particao P; temos

€

<
2

‘S(f, P1, &) — /abf(x)dx

Analogamente, existe um d, > 0 tal que para toda particao P, com norma

|P2| < 2 e para toda escolha & subordinada a particao P, temos

<€
2.

‘S(Q,PQ,EQ) — /abg(:c)d:c

Consideremos entdo § = min(dy,dy). Desta forma, para toda particao P

com norma |P| < d e para toda escolha &€ subordinada a partigdo P temos

‘S(f,P,S)—/abf(:c)daz <t e ‘S(g,P,é’)—/abg(az)dx <5
Donde segue
’S<f+g,7>,5)— [/abf(x)dx—i—/abg(x)dx} _
_ ‘S(f,P,S) +5(g,P.E) - /abf(x)dx - /abg(x)dx
b b
< S(f,P,S)—/a f(@)dz +‘S(g,73,5)—/a o(a)de] < S5 =

A prova da propriedade da soma esta completa.



o A propriedade da multiplicacdo por escalar. Dado € > 0 existe um 6 > 0
tal que para toda partigdo P com norma |P| < 0 e para toda escolha &

subordinada a particao P temos

’S(f,P,g) - /abf(a:)dx <

Al +1°

Donde segue

‘ASfPE /f

:PF@Ra—AUmm]

N ‘S(f,P,c‘f) -/ ' )

‘ (Af,P,E)— /f

€
< R
—|/\‘|)\\+1

B (MHJG

<e

A prova da propriedade para a multiplicacdo por escalar estd completade

Proposicao (Aditividade da Integral sobre Intervalos, primeira abor-
dagem). Seja f : [a,c] — R uma fungdo integravel e um ponto b € (a,c).

Suponhamos que f : [a,b] — R é integrdavel e que f : [b,c] — R é integravel.

L}@M:L%@w+lvwm

Dado € > 0, existe um 0 > 0 arbitrariamente pequeno satisfazendo as duas

Entao, temos

Prova.

condicoes abaixo.

(1) Existe uma particdo P; de [a,b], com norma |P;| < d, e uma escolha

&, subordinada a particao P; tal que

<€
2.

'S(f, Pi, &) — /abf(x)d:v



(2) Existe uma partigdo P de [b, ], com norma |P;| < 4, e uma escolha
&y subordinada a particao Ps tal que

€
< =

st Pue) - [ sehte] < §

Sejam a particao P = Py U P e a escolha £ = & U &. Segue entao

‘ (f.P.E) - [/f das+/f dx}

_ ‘5( FPuE)+ 5P - | oy - | 1@y

b
< ’S(fjpl,&)—/ f(z)dz

+6
2.

Isto é, dado € > 0 encontramos uma soma de Riemann S(f,P,E) para

+ ’S(f,P2,52> — /bcf(x)dx

<

DO ™

f:la,¢] = R, com a norma de P arbitrariamente pequena, satisfazendo

' (f,P,€) - [/f d:c+/f dx]

Entretanto, por hipétese a fungao f : [a,b] — R ¢ integravel e entao existe

€.

o valor para o limite de suas somas de Riemann, com a norma da particao

tendendo a zero. Pela unicidade do limite segue entao (cheque)
c b c
/ f(z)dx = / f(z)dx + / f(z)dx &
a a b

Notagao. Dada f : [a,b] — R integrdvel e um ponto ¢ € [a, b], escrevemos

/baf(x)dm:—/abf(m)dm e /Ccf(:v)d:p:

10



4. Positividade.

Teorema (Propriedade de Positividade). Seja f : [a,b] — [0, 00) integravel.

Suponhamos que existe xq € [a,b] tal que f é continua em xy e f(zo) > 0. Entao,
/ f(z)dx > 0.

Suporemos xy € (a,b) pois a prova é semelhante nos casos o = a e g = b.

Prova.

Por continuidade, existe um intervalo J = [zg — 7,z + 7] C (a,b) tal que
y

flzo)p------m-mmmmmmm--

|
|
a xy—r o x9g+T b X

Figura 2: A integral de ¢, com f > ¢ > 0.

para todo x € [zg — 1,z + 7]

fx) >

Entao, a funcao ¢ : [a,b] — R (vide figura acima) definida por

f(x0)
2

0, sex € [a,xg—r]ousex € [xg+r1,b],

p(x) = { ay) = L82 ¢

linear sobre os segmentos [xg — 7, zo] € [xg + 7, b],

é continua e satisfaz f(x) > ¢(x) para todo € [a,b]. Ainda mais,

/f dx>/ o(z) dx

To+T
= / o(x) dx

o—"T

_f(x20)r>0&

11



5. Primeiro TVM para Integrais (versao fina) e Segundo TFC.

Teorema. Primeiro TVM para Integrais. (Versao fina.) Consideremos

f :la,b] = R continua. Entao, existe ¢ € (a,b) tal que

/ f(x)dz = F()(b - a).

Prova. Vide interpretacao geométrica abaixo.

Figura 3: Interpretacao geométrica ao Primeiro TVM para Integrais. A area

abaixo do gréfico de f > 0 é igual a drea do retangulo de base [a, b e altura f(c).

Se f é constante é 6bvio que qualquer ¢ em (a,b) satisfaz o desejado.

Se f nao é constante, sejam m = f(z1) e M = f(x3) o minimo e maximo
de f, respectivamente. Entao obtemos m < f(x) < M, para todo x € [a, b].
Pelo teorema do valor intermediario existe x¢ € [a,b] com m < f(x¢) < M.

Pela propriedade de positividade (para f —m e M — f) segue

/ab[f(x) Cmldz >0 e /:[M—f(x)} dz > 0.

Logo,
Jo f@)dz
mdx< f )dx < dee m < “—— ) <M.
—a
Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ no intervalo aberto de extre-

midades x; e x5 tal que

fa f(z)dx s

flo) = f

12



Interpretacao Aritmética para o Primeiro TVM para Integrais.

Dados n nimeros reais yi, ¥, - - - , Yn, @ sSua média aritmética (discreta) M é

> Yi > Vi
M:yl+ Y =1 =l

n n _Z?:ll'

Analogamente, dada uma cole¢ao de ntimeros y = f(z), onde a < z < b,

interpretamos o ntimero
b
[ f(x)dx
b—a
como a média aritmética dos valores f(z) [ou, média aritmética de f], obvi-

amente supondo a < b e que a integral existe.

Com tal interpretacao, o primeiro teorema do valor médio para integrais

mostra que dada f : [a,b] — R continua, entao existe ¢ € [a, b] tal que

f(c) = média aritmética de f.

Passamos entao a provar o segundo teorema fundamental do calculo.

Teorema (Segundo Teorema Fundamental do Célculo). [A existéncia
de primitivas para fungées continuas.] Seja f : [a,b] — R continua. Entao,

estd bem definida a funcao F : [a,b] — R dada por

Fa) = [ rwa,
e ainda, F' é uma primitiva de f. Isto é, F é derivavel e
F'(x) = f(x), para todo x € [a,].
Prova.

o Como f é integravel em [a,b], segue que f é integravel no intervalo [a, ]

para cada z € [a,b]. Por favor, cheque.

¢ Propriedades elementares de integrais e o TVM para integrais mostram

F(az+h) = F(x) [T @) de — [ f(t)de

a

h h

13



JE () at
h

_ Jeh _
= LR ),

para algum ¢ = c¢(h) entre x e x + h. Se h — 0, entdo ¢ — x e devido a

continuidade de f segue que

F(z+h)— F(x)

lim - = lim f(c(h)) = f(2),
o que prova que F' é derivavel e que
F=f&

6. Continuidade da Integral.

Teorema (Continuidade da Integral). Seja f : [a,b] — R integrdvel. Entao,
esta bem definida a funcao

F(z) = /z f(t)dt, onde x € [a,b].

Ainda mais, F é continua.

Prova.
o Como f é integravel em [a, b], segue que f é integravel em [a, z].

o Fixemos x € [a,b]. Seja h tal que = + h pertence a [a,b]. Entao, temos

ﬂx+@—ﬁbﬂ:/m_ﬂﬂﬁ—/mﬂﬂﬁ

— [ s+ | - JRCL
_ / e

Como f é integravel, por hipdtese f é limitada. Seja M tal que |f(t)] < M
para todo t € [a,b]. Entao, temos —M < f(t) < M para todo t € [a,b].
Donde entao segue

|F(z +h) = F(z)| =

/:Hlf(t)dt' < Mlh|.

Concluimos entao que f(x +h) — F(x)se h —0de

14



7. Férmula de Integracao por Partes.

Proposicao (Férmula da Integracao por Partes na Integral Indefinida).
Sejam f e g derivdveis em (a,b). Entao, f'g admite primitiva em (a,b) se e s6 se

fg¢' também admite e, neste caso,
[ 1@ @ de = s@gte) - [ Fargto)ds

Prova.
Pela férmula (fg) = f'g + f¢’ temos
fd' =) =Ty,

donde concluimos que ¥ é uma primitiva de f’g se e somente se fg — 1) é

uma primitiva de f¢'. Isto é, ¢ = f'g < (fg—) = fg' &

Notagao. Lembramos da férmula de integragao por partes escrevendo

/udv:uv—/vdu.

Proposicao (Férmula da Integragao por Partes na Integral Definida).

Sejam f e g fun¢oes com derivadas continuas em |a,b|. Entao,

/a f(@)g (@) dx = [f(x / e

Pelo primeiro Teorema Fundamental do Célculo temos

b
/ (fo)(x) dz = [ (x)g()]

Da férmula (fg) = f'g+ f¢' a da linearidade da integral definida segue que

[@WMM:A%WM@m+l%@ﬂ@M

Eliminando )
[ t9r@as

das duas equacoes acima obtidas concluimos a prova &

Prova.

a

15



8. Teorema da Mudanga de Variavel.

Consideremos o problema de encontrar

/ f(x)dz.

Teorema da Mudanga de Variavel na Integral Indefinida. Seja [ um
intervalo e consideremos a funcao

f:1I—R

Suponhamos que a fun¢ao [a mudanga de varidvel]

p:J — I, onde J é um intervalo,

é inversivel e derivavel com inversa @'

/ fle(t) ' (t) dt

entao temos

: I — J também derivavel. Se

F(t)+k, ondet € J ek éuma constante real,

Prova.

Aplicando a regra da cadeia, a hipotese sobre F' e novamente a regra da
cadeia obtemos,

16



9. Teoremas da Substituicao de Variavel.

Primeiro, consideremos o problema de encontrar

/ f(9(0))g (@)da.

Teorema da Substituicao de Variavel na Integral Indefinida. Seja I um

intervalo e suponhamos a funcao
f:I—R
tem uma primitiva F'. Entao,

/f(g(x)) ¢'(z)dx = F(g(z)) + k, onde k é uma constante real.

Prova.
Aplicando a regra da cadeia e a hipdtese sobre F', obtemos
(Fog)(z)=F'(g(x))d'(z) = f(g(x))d (z)

Sugestao para memorizar (mas ndo rigorosa). Temos

y=g(z) eentdo Z—Z =g (z) ou dy=g'(z)dx.

Logo,

[ f9(x)g(x)dx = [ f(y)dy = F(y) +k, com y = g(x).

17



Teorema da Substituicao de Variavel na Integral Definida. Consideremos
uma fungao f : I — R continua, I um intervalo e a e b arbitrarios em I . Seja
¢ :[e,d] — I tal que ¢’ é continua e p(c) = a e p(d) = b. Entao,
b d
| 1@de= [ few)dwan

Atencao. Nao é necessario a < b. Nao é necessario que @ seja inversivel. Nao é
necessario ([c,d]) = [a,b]. E permitido que ¢([c,d]) inclua propriamente [a, b].

Prova.

Como f, ¢ e ¢’ sdo continuas, as duas integrais definidas acima existem.
Ainda, por ser continua f admite uma primitiva F. Entao, pelo primeiro

Teorema Fundamental do Célculo encontramos
b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Ainda mais, pela regra da cadeia temos

(Fow)(y)=F(e)e' () = feW)e' ()

Entao, aplicando novamente o primeiro TFC obtemos

/ £ (o) (w) dy = (F o 9)(d) — (F o0 9)(¢)

— F(b) — Fl(a)
b
~ [ fydea

18



10. Somas de DarbouxEI e o Teorema de Darboux - Du Bois-Reymond.

Consideremos uma fungao f : [a,b] — R limitada. A integral de Riemann

de f é definida pelo limite (se este existir)

onde P={rg=a<x; <23<-+<Tp1 <z, =>b}éuma particdo de [a, b],

|P| = max Az; = max{Ax,...,Az,} é a norma da parti¢do P,
1<i<n
E ={c,...,¢,} é uma escolha
arbitraria de pontos ¢; € [z;_1,2;], com ¢ = 1,...,n, subordinada a P e

S(f,P.E) = flcr)Axy + -+ + f(cn)Axy

¢ a soma de Riemann de f, relativa a particao P e a escolha &.

A soma inferior de Darboux e a soma superior de Darboux da funcao f e

em relagao a particao P sao, respectivamente,

s(f,P) = ZmZAmi, m; = 1inf{ f(z) :x € [x;_1, 2] } e
=1

S(f,P) =) MiAx;, M;=sup{ f(z):x € [zi1,mz]}
=1

Segue uma ilustragao para as somas de Darboux de uma fungao.

¥

Figura 4: Soma inferior e soma superior (Darboux), com quatro sub-intervalos.

Estes conceitos foram introduzidos pelo matemdtico francés G. Darboux (1842-1917)

19



Notagao. Dado A C [a, b], definimos
iﬁff =inf{f(x):x € A} e supf=sup{f(z):z e A}
A

A seguir, mostremos que a medida que refinamos as parti¢oes (incluindo mais e
mais pontos), entao as somas inferiores crescem e as somas superiores decrescem.

Ainda mais, toda soma inferior é menor ou igual a qualquer soma superior.
Observacao 1. Seja f : [a,b] — R limitada. Valem as propriedades abaixo.
(a) Se I e J sao subintervalos de [a,b] e I C J, entao
inf f <inf f <sup f <supf.
J I I J
(b) Se Py e Py sao particoes de [a,b] entao, ordenando naturalmente Py U Ps,
temos que também Py U Py é uma parti¢ao de [a,b]. Ainda mais,

S(f, 7)1) S S(f, Pl U PQ) S S(f, 7)1 U 7)2) S S(f, 7)2)

(c) Se P é uma particao de [a,b] e £ é uma escolha subordinada a P entao,

s(f,P) < S(f, P, &) <S(f,P).

Prova.
(a) Trivial.
(b) A primeira afirmagao é evidente. Se I; = [z;,_1,x;], ¢ = 1,...,n, é um subin-
tervalo determinado pela particao P; entao I; é a reuniao dos subintervalos
Jj = [yj-1,y;], para j = 1,...,N e N > n, determinados pela parti¢ao

P; U Py e que estao contidos em [;. Pelo item (a) temos as inequagoes

<i2ff> Ax; = <1Rff) Z Ay; < Z (igl_f f) Ay; e

j : J]'CIZ' ] : J]‘CIZ' J

> (Su_pf> Ay; < <s?ipf) > Ay = (Slllipf> Ax;.

jacr \ 7 g Jicl;

Destacando o primeiro e o terceiro termos destas e somando em 7 segue
s(f,P1) <s(f,PrUP2) e S(f,PrUPs) < S(f,Pr).
Analogamente, S(f,P1 UPs) < S(f,P2). Agora, (b) é trivial.

(¢) Evidenteds
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Dizemos que a particao Q refina a particao P se P C Q.
A figura abaixo mostra que ao refinarmos a particao entao as somas inferiores

crescem e as somas inferiores decrescem.

Figura 5: Somas inferiores aumentam e somas superiores diminuem.
Proposicao . Se f : [a,b] — R é limitada, entao existem

a =sup{s(f,P): P é particao de [a,b]}
e

p =inf {S(f, P) : P é particao de [a,b]}

e, ainda, temos o < f3.

Prova. Segue imediatamente da observagao prévia, item (b)de

O ntmero « é a integral inferior de Darboux de f. O nimero g é a integral
superior de Darboux de f. Usualmente indicamos a integral inferior e a integral

superior (ambas de Darboux) por, respectivamente,

/Lb fla)de e ff(m)dm.

Dizemos que f é Darboux-integravel se os valores destas integrais inferior e

superior sao iguais. Tal valor é a integral de Darboux de f. Tal integral é indicada

/a b f(x)dz.
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A notacao para a integral de Darboux é igual a dada para a integral de Riemann.
O préximo teorema mostra que uma fungao f é Riemann integravel se e somente se
f é Darboux integravel e que tais integrais sao iguais. Logo, nao ha ambiguidade

ao indicarmos tais integrais com um mesmo simbolo.

Intitulo o resultado a seguir de Teorema de Darboux e Du Bois-Reymond,
enfatizando o carater nao classico, por praticidade, falta de um melhor nome e, é
claro, por merecimento. O enunciado cldssico é apresentado como um corolario.

Observemos que o teorema de Darboux - Du Bois-Reymond exibe um critério
(de Darboux ou de Cauchy) de integrabilidade bastante pratico e que nao requer

um nimero como candidato para o valor da integral da funcao.

Teorema (Teorema de Darboux e Du Bois-Reymond, nao classico) -
Critério de Darboux - Critério de Cauchy. Seja f : [a,b] — R limitada.
Entao, f é Riemann integravel se, e somente se, para todo ¢ > 0 existe uma

particao P de [a, b] tal que
0< S(f’P) —S(f’P) < €.
Prova.

(<) Sob tal hipétese, claramente as integrais inferior e superior (de Darboux)
sao iguais a um numero real L. No fim da prova utilizaremos L.
Dado € > 0, fixemos uma particao P = {xg =a < x; < --- < x,, = b} como
na hipdtese . Seja M tal que |f(z)| < M para todo = € [a, b].
Seja @ uma partigao arbitraria de [a,b]. Consideremos entao a partigdo
Q' = QUP. Todo sub-intervalo determinado por Q' coincide com um sub-
intervalo determinado por Q, exceto no caso em que o determinado por Q’
contém ao menos um ponto do conjunto P \ {a,b} = {x; < -+ < @1}
Como P\ {a,b} tem n—1 pontos, tal exce¢do ocorre no maximo n— 1 vezes.

Os sub-intervalos de @ tem comprimento maximo |Q|. Obtemos entdo
0<[S(f,Q)—s(f,Q)]—[S(f,Q)—s(f, Q) <2M(n—1)|Q|.

Imponhamos a condicio |Q| < & = ¢/(2Mn). Encontramos entdo

0<S8(f,Q)—s(f, Q) <et+[S(f, Q)—s(f, Q)] < e+[S(f,P)—s(f,P)] < 2e.
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Donde entao segue

€

L—2e <s(f,Q) <L <S(f, Q) < L+2¢, para toda Qcom |Q| < = S
n

Seja € uma escolha arbitraria subordinada a particao Q. E claro que

s(f,Q) < S(f,2,€) <S(f,P).
Logo,
|S(f, Q,&) — L| < 2e.

Isto mostra que f é Riemann integravel.

Sejam € > 0 e
b
L= / £Vt

Por hipétese, existe uma particao P = {xg =a < x1 < --- < x, = b} tal
que
L—e<S(f,P,E) <L +e,

qualquer que seja a escolha € = {cy,...,¢,}, onde ¢; € [x;_1,x;]. Sejam

m; = inf  f(z), M;= sup f(x) e Azx,=xz;—1x;1.

€wi1,2i] TE[wi—1,%4]

Fixemos ¢y, ¢3, . .., ¢,. Variando ¢; em [xg, 21| obtemos

L—e< mlA:E1+Z fle)Ax; < S(f,P,€) < Mlel—l—Z fle)Ax; < L+e.
=2 =2
A seguir, variando ¢y € [x1, 25| obtemos
L—¢ S mlAml—i—mQAxQ—i—Z f(CZ)A$Z S MlAl’l—i-MgAl’g—l—Z f(Cz)AiL',L S L+€
i=3 i=3

Iterando encontramos
L_ES S(f773) SS(f,P) S L+€

Donde segue

0<S(f,P) —s(f,P)<ed
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Comentarios.

e Mantida as notagoes acima, o nimero M; — m; coincide com a oscilagido

w; =sup{|f(z) = f(@)] :x, 2" € (w1, m]}
da fungao f no sub-intervalo [z;_1, x;].

e Seja f:[a,b] — R limitada. O teorema acima garante que

existe / b f(a)de = K f(a:)da::ff(x)dx.

Destaquemos que se f é Riemann integravel, entao temos
b b b
/ f(x)dx = / f(x)dx = / f(x)dx.

A integral de Riemann (definida por um limite de somas de Riemann) é apro-
priada para teoria da aproximacao. Mas, a priori, as integrais de Darboux nao

tem tal propriedade.

O Teorema de Darboux e Du Bois-Reymond mostra que a integral de Darboux

(se existir) também é apropriada para a teoria da aproximagao.

Teorema (Teorema de Darboux e Du Bois-Reymond, enunciado cléssico).
Consideremos f : [a,b] — R limitada. Entao, f é Darboux integrédvel se e somente

se para todo € > 0 existe um ¢ > 0 tal que temos
0< S(f,P) _S(f773) <€

para toda particao P, de |a, b], satisfazendo |P| < 9.
Prova. Trivial (cheque) &

O teorema de Darboux - Du Bois-Reymond (enunciado nao cldssico) apresenta

um critério que permite exibirmos mais propriedades da integral.

Doravante, nestas notas, nos referimos somente ao nao classico Teorema de

Darboux e Du Bois-Reymond.
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11. A Desigualdade Triangular para Integrais.
Teorema. Seja f : [a,b] — R integrdvel. Entao, |f|: [a,b] — R é integravel.
Prova.

Obviamente, a funcao |f| é limitada.

Seja P ={xg=a < x; < --- < x, = b} uma parti¢do de [a, b]. Considere-

mos as somas superior e inferior de Darboux
S(f E M;Azx; e s(f,P)= E m;Ax;,

respectivamente, com as notacoes

M;= sup f(x) e my= inf f(x).

z€[wi—1,24] TE€[Ti_1,24]
Dados s e t em [z;_1,x;] temos que f(s) e f(t) estao em [m;, M;]. Logo,
17 = £ < 17() = F(B)] < My = m.

Donde entao segue (cheque)

sup  [f(s)] = inf [f()]

S € [zi—1,24] t € [xi—1,x4]

Obtemos entao a desigualdade

S(171.P) = 5111, P)| < S/, P) = s(/, P).

Isto mostra, utilizando duas vezes o teorema de Darboux - Du Bois-Reymond,

que a fungao |f| é integravel em [a, b]. Cheque &
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Corolario (Desigualdade Triangular para Integrais). Seja f : [a,b] — R

integravel. Entao, a funcao |f| : [a,b] — R é integravel e

/a  Hade

< [ 1wy

Prova.
Observemos que temos

—|f(@)] < f(z) < [f(z)], paratodo z € [a,b].

Pelas hipdteses e pelo teorema imediatamente anterior temos

—/ab]f(x)]da: < /abf(x)dxg /ab!f<:v>d:v-

/ab f(z)dx

Donde segue

< [1rwyara

Observacgao. O nome desigualdade triangular para integrais ¢ herdado da usual

desigualdade triangular discreta para uma sequéncia finita y1,. .., ¥y, de nimeros

reais,
1+ y2 -yl Syl g+ [yl

Isto é,

< Z|yz|
i1

Z Yi
i=1
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12. Integrabilidade do Produto de Fungoes.

Lema. Seja f : [a,b] — R integrdvel. Entao, f?: [a,b] — R é integrdvel,

Prova.

A fungdo |f| é integravel (secao anterior) e entao podemos supor f > 0.

Como f é limitada, existe uma constante M > 0 ssatisfazendo |f(z)| < M

para todo = € [a,b]. Logo, f* ¢ limitada

Seja P = {zg =a < x; < --- <z, = b} uma partigdo. Consideremos as

somas superior e inferior de Darboux

ZMAxZ e s(f,P)= Z’mlAwZ,

onde m; e M; sao o infimo e o supremo de f em [x;_1, z;], respectivamente.
Temos entao

n

S(f2,P) = s(f*,P) = Y (M7 —mj) A,

i=1

=1

1=1

Isto é,

Isto mostra, utilizando duas vezes o teorema de Darboux - Du Bois-Reymond,

que a fungao |f| é integravel em [a, b]. Cheque &

Teorema. Sejam f,g : [a,b] — R integraveis. Entao, fg é integravel.

Prova. Segue imediatamente do lema acima, notando que

(f+9)?=(f—9)?

1 &

Jg=
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13. Integrabilidade de 1/f.

Proposicao. Seja f : [a,b] — R integrdvel. Suponhamos que existe uma cons-

tante m > 0 satisfazendo |f(z)| > m > 0 para todo x € [a,b]. Entao, a fungao

1
—:la,bl - R
7 [a, b]

é integravel.

Prova.

Iniciemos verificando que a fungao 1/f é limitada. De fato, temos

< —, para todo x € [a, b].

1
m

‘ 1
f(z)
Seja P ={2p=a <z <--- <z, = b} uma partigao de [a,b]. Considere-

mos as somas superior e inferior de Darboux
E M;Azx; e s(f,P)= E m;Ax;,

onde m; e M; sao o infimo e o supremo de f em [x;_1, z;], respectivamente.

Consideremos s,t € [x;_1, z;]. Temos

LU SOl _ )~ 0] _ M—m
‘ﬂs) f(ﬂ‘ RO

Segue entao (cheque)

1
sup <
se [1‘1‘_1,1‘1'] f(S) te [xifl’xd f(t>

Donde encontramos
055 (4P) s (§op) < SEP ST
/ f m2

Isto mostra, utilizando duas vezes o teorema de Darboux - Du Bois-Reymond,

que a fungao 1/f é integrdvel em [a, b]. Cheque &
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14. Integrabilidade das Fungoes Mondétonas.

Dizemos que uma funcao f : X — R, onde X é um subconjunto de R, é uma
funcao mondtona se f é ou crescente, ou estritamente crescente, ou decrescente,
ou estritamente decrescente. Notemos que toda funcao constante é crescente e

também decrescente.

Teorema (Integrabilidade das fungoes monétonas). Seja f : [a,b] — R
uma funcao mondtona. Entao, f é integravel.

Prova.

Podemos supor f nao constante, pois o caso contrario é ébvio.

Trocando f por —f, se necessario, podemos supor que f é crescente.
Temos f(a) < f(z) < f(b), para todo = € [a,b], e portanto f é limitada.
Dado €, consideremos uma particdo P = {zg < --+ < z,, = b} com norma

€

<5y

Temos entao
S(f,P) = s(f;P) =) fla)Azi =Y flxi1)Aw;
= [f () = flwi)) Az
< = F@ > lf(w) = flai)]

Logo, pelo teorema de Darboux - Du Bois-Reymond, f é integravel &
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15. Integrabilidade de /f.

Proposicao. Seja f : [a,b] — (0,+00) integrdvel. Suponhamos que existe uma

constante m > 0 satisfazendo f(x) > m > 0 para todo x € [a,b]. Entao, a fungao

\/?: la,b] — (0, 4+00)

é integravel.

Prova.

Verifiquemos que a fungao 1/+/f é limitada. De fato, temos

, para todo z € [a,b].

1 < 1
V@)~ vm
Seja P ={xg=a <z <--- <z, = b} uma partigao de [a, b].

Consideremos as somas superior e inferior de Darboux
S(f E M;Azx; e s(f,P)= E m;Ax;,
=1

onde m; e M; sdo o infimo e o supremo de f em [z;_1, z;], respectivamente.

Donde segue
= Z v/ M;Ax; e s(\/?, P) = Z VmiAz;.

Encontramos entao

s<m>—s<m>=z<mw>m=z(%)m

_ S(f77))_8(f773)

2m

Isto mostra, utilizando duas vezes o teorema de Darboux e Du Bois-Reymond,

que a fungdo 1/f ¢ integravel em [a, b]. Cheque &
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16. A Aditividade da Integral sobre Intervalos, Revisitada.

Na secao Propriedades Elementares da Integral, ja fizemos uma primeira abor-
dagem a propriedade aditiva da integral sobre intervalos. Com o conceito “Somas

de Darboux” podemos melhorar o resultado entao obtido.

Proposicao (Aditividade da Integral sobre Intervalos). Consideremos
uma fungao f : [a,c] — R e um ponto b € (a,c). Entao, f : |a,c] — R é integravel
se e somente se as fungoes [ : [a,b] — R e f : [b,c] = R sao integrdveis. Ainda

mais, se tais funcoes sao integraveis, vale a férmula

/acf(x)dx = /abf(x)dx + /bcf(x)da;.

A férmula ja foi provada na secao Propriedades Elementares da Integral. Pro-

Prova.

vemos entao a parte “se e somente se.”

(=) Suponhamos que f : [a,c] — R é integravel. Seja € > 0.
Pelo teorema de Darboux (e de Du Bois-Reymond), existe uma partigao

P de [a, c] tal que
0<S(f,P)—s(f,P)<e.

Consideremos a partigdo P’ = P U {b}. Pelas propriedades das somas

inferiores e superiores de Darboux segue
s(f,P) < s(f,P') < S(f.P') <S(f,P).

Logo,
0< S(f77),) —S(f"])/) <€

Podemos escrever P’ = P; U Py, com P; uma partigao de [a,b] e Py

uma particao de [b, ¢]. Temos entao
s(f,P)=s(f.P1)+s(f,;P2) e S(f,P)=5(f,P1)+S(f Pa)
Substituindo tais identidades na ultima desigualdade obtida, segue
0 < [S(f;P1) = s(f, POl +[S(f, P2) — s(f, P2)] <€
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E entdo claro que
0<S(f,P1)—s(f,P1)]<e e 0 S(f,P2)—s(f,Pa) <e.

Isto mostra, utilizando o teorema de Darboux e Du Bois-Reymond,
que a fungao f : [a,b] — R e a fungdo f : [b,c] — R sao integraveis.
Suponhamos f[a,b] — R integravel e f : [b, c] — R integravel.

Seja € > 0. Pelo teorema de Darboux e Du Bois-Reymond, existe uma

partigdo P; de [a, b] e uma partigao Py de [b, ¢] satisfazendo

0<S(f,P1) —s(f,P1)] < e 0<S(f,P2) —s(f,P2) <

€
B .

N

Somando tais desigualdades encontramos
0 < [S(f;Pr) + S(f, Po] = [s(f, Pr) + s(f, P2)] <
E claro que P = Py U P, é uma particao de [a, b] e também que
s(f,P)=s(f,P1) +s(f,P2) e S(f,P)=S(f,P1)+S(f, P2)
Substituindo tais identidades na ultima desigualdade acima, segue
0<S(f,P)—s(f,P) <e.

Isto mostra, utilizando o teorema de Darboux e Du Bois-Reymond,

que f: [a,c] — R é integrével.

A prova da proposicao esta completa &
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17. As Fungoes Logaritmo e Exponencial Reais

Definigao. A fun¢do logaritmo real, In : (0, +00) — (—o00, +00), é dada por

Figura 6: A area da regiao hachurada ¢é Inx

Teorema. A funcao In : (0, +00) — R possui as seguintes propriedades.
(a) Se0 <x <1, entdaolnz < 0. Tem-selnl =0. Sex > 1, entao lnxz > 0.
(b) Estritamente crescente.

(c) Infinitamente derivavel, com

d™In (=)™ (m —1)!
x
dx™ xm

1
In'(z) = -
n'(z) e
(d) Dados x >0 ey > 0, temos
1 x
In(zy) =Inz + Iny, In-=—-lny e In—=Inx—Iny.
Y Y
(e) Dados x >0,y >0 er € Q, temos
In(z") = rin(z).
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Prova.

(a) E claro que In(1) = 0 e que In(z) > 0 se 2 > 1. Se 0 < z < 1, temos

"1 "1
ln(x):/ —dt:—/ —dt < 0.
lt a:t

(b) Se x9 > x1 > 0, entao

o 1 1 1 o 1 1 1
In(zy) = / —dt = / —dt —i—/ ;dt > / ;dt = In(z1).
1 1 1 1

(¢) A primeira derivada é trivial. A férmula geral segue por indugao (cheque).

W 1
ln(xy):/ —dt = / dt—l—/ —dt = log(x) + / ;dt.

Nesta ultima integral, a mudanca de variavel de t para s, onde

dt
t=sr e £:t’(s):x,

gl , V1
[ 5= [ astes= [ Zas— [ Las =)
z t 1 t(S) 1 ST 1S

A prova de Inzy = Inx + Iny esta completa. A seguir, temos

(d) Temos,

acarreta

1 1 1
0=In(1)=In (y—) =In(y)+In— eentdo In—=—Iny.
Y Y )

Logo,

1
lnzzlnx—l—ln—:lnx—lny.
) Y

(e) Pela propriedade In(zy) = Inz + Iny, a afirmacao (e) vale se r =n € N.
Ainda mais, escrevendo 0 = In1 = In(2"z™") = In(2™) + In(2™") obtemos
In(z™™) = —In(2™) = —n Inz. Logo, (e) vale se r = —n en € N.

Se r = p/q, com p € Z* e q € Z*, temos as trés seguintes identidades:
plnxz=Ina? =1In (:L‘g)q =¢qln z4. Donde segue,

e _p
‘Z:—l
. n(x)d

In x
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Corolario. A fung¢ao In : (0,4+00) — R é inversivel e a inversa é continua.

Prova.

Sobre o conjunto imagem In ((0, +oo)), a fungao In( . ) é obviamente sobreje-
tora. J& mostramos que a funcao In( . ) é estritamente crescente, e portanto
injetora, e continua. Pelo teorema do valor intermedidario, a imagem de um

intervalo por uma funcao continua é um intervalo.

Assim, a imagem In ((0, +00)) é um intervalo. Como In(.) ¢ estritamente

crescente, a imagem In ((0, +00)) é um intervalo aberto (a,b).

E entdo facil ver que (a,b) = (—o00,+00) pois, para n € N, temos

lim In 2" = lim [j:nln 2} = +00.

n—-+o0o n—-+00

Vimos que In : (0,4+00) — R é continua, estritamente crescente e bijetora.

A seguir, mostremos que a funcdo inversa In"' : R — (0, +00) é continua.
Consideremos um nimero 3y € R e um intervalo J = [a, b] C (0, 00) tal que
In"* () € (a,b). Como a funcao In(.) é estritamente crescente concluimos

que yo € I = (In a,1n b). Donde segue In"*(I) C (a,b) &

Definicao. Indicamos por e o tinico nimero real tal que

Definicao. A fungao exponencial real exp : R — (0,400) ¢é a inversa da

funcao logaritmo. Isto é,

exp(z) = In"'(z), para todo x € R.

Teorema. A fungao exponencial real é uma bijecao crescente de R sobre (0, +00),

com as seguintes propriedades.
(a) Infinitamente diferencidvel e exp/(x) = exp(x), para todo x € R.
(b) exp(x +y) = exp(x) exp(y), para quaisquer x,y € R.

(c) Ser € Q entao, exp(r) = e".
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Prova.

(a) Fixemos x € R. Consideremos o quociente de Newton

exp(z + h) — exp(z)
h

, com h # 0.

Sejam y = exp(z) e k = exp(x + h) — exp(z). Notemos que k # 0, pois
a funcao exponencial é bijetora. Evidentemente, y # 0. Temos também
r=Iny, explr+h)=y+k,c+h=In(y+k)eh=Iny+k)—In(y).
Logo,

exp(x + h) — exp(x) k 1

h In(y + k) —In(y) w
Se h — 0, entao k — 0. Ainda,

i 0y + k) — In(y)
k=50 k Yy

Assim,

iy &P + 1) — exp(z)
h—0 h

=y=exp(zr) e exp(z)=-exp(x).
(b) Segue das identidades
In[exp(z+y)] = 2+y e Infexp(z) exp(y)] = In[exp(z)|+Infexp(y)] = z+y.

(c) Segue das identidades

Ine"=rin(e)=rl1=r e Inexp(r)=rdé

Devido a propriedade exp(r) = e", para todo racional r, e a4 continuidade da

funcao exp(z), introduzimos a seguinte notagao para a fungao exponencial,

exp(x) = e*, para todo x € R.

Definigao. Dados a € R, com a > 0, e z € R, pomos

rz _ ,xrlna

a” =€
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Proposicao. Seja x um niimero real arbitrario. Temos,
2 n

T i
=14+ +—+---4+—4+...
2! n!

Prova.

Consideremos a fungéc:g‘(x) = exp(z), um natural n € N e um ponto z € R.
Pela férmula de Taylond, com resto de Lagrange, existe um ponto Z entre 0
e x tal que

f"0) f0) [ (@)

s ! LA nt1
e’ = f(0) + f(0)z + o e R —I—(n+1)!m

Podemos supor que x € [—R, R], com R > 0 e fixo. Neste caso, temos
T €[-R,R], com fD(z)=e", fO0)=1, f*H(z)=¢"e

f(n—i_l)(i‘) n+1
(n+1)!

Para a n-ésima soma parcial

T

=) = )

B Rn—i-l R Rn+1
<

x? "
Sn(gc):1+gr:+§+---+H
obtemos
Rn+1
|e” — S,(2)] < eRm, para todo |z| < R.
n !

Nesta condicoes (i.e., para x € [—R, R]), vale (cheque)

Rn+1
lim ef——— =0.
n—+o00 (n + 1)!

Donde segue que S, () converge a exp(x). Isto é,

[Adendo. Para quem esta familiarizado com convergéncia uniforme. A

sequéncia Sy, (z) converge uniformemente em [— R, R] pois lirf AL =0
n—-+0oo °

20 inglés B. Taylor (1685-1731) a publicou em 1715. Porém, j4 era conhecida pelo escocés
J. Gregory (1638-1675) e, na India, antes de 1550.
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Teorema. O numero e é irracional e
. 1\* . 1 1 1
lim (1+—-) =e= lim (14+14+=4+—=4+--- —].
Prova.

Pela Proposicao anterior, no ponto x = 1, basta mostrarmos que
1 x
(1+—) — e, se T — 400.
x

Como In'(y) = 1/y, temos 1 = In'(1) e portanto, pela defini¢do de derivada,

! = lim In(1+y)—1Inl — lim In(1+y)
y—0 Yy y—0 Yy

: 1
zil_rf(l)ln(l—l—y)y.

Assim,

1
In(1+y)¥ 1

: i
il_r)l[l)(l—i-y)y—}!l_)ﬂée —e =e.

Substituindo, nesta tltima identidade, o valor y = 1/z, encontramos
1 x
lim (1 + —) =e.
xr——+00 T
Quanto a irracionalidade de e, notemos que se

11 1
sn=ltltgbg+ o+

2 3!
entao,
I S S
e— 8§, =
(n+1)! (n+2)!  (n+3)
< ! 1+ ! + ! + ! +
(n+1)! n+1l (n+1)? (n+1)3
1 400 1 k
“m ()
o 11
(n+1)1 -4 nnl

Supondo e racional, escrevendo

1
e:]g, com p € N,g € Ne mdce(p, q) =1, segue 0 < gl(e — s,) < —,
q q

com o numero ¢!e e o nimero

o — ot (141 1 1
q'sq=q' {1+ +5+'”+a

inteiros. Logo, ¢! (e — s,) é um inteiro entre 0 e 1 4
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Verificando que 0 < e — s; < 107, obtemos as primeiras trés casas decimais
de
e=2,718....

A funcao e” tem limite 0 em —oo e limite +00 em 400, derivadas primeira
e segunda estritamente positivas, ¢ estritamente crescente e com concavidade
voltada para cima. Os graficos de e” e Inx, funcoes inversas uma da outra, sao

simétricos em relacao & bissetriz principal (vide figura abaixo).

Figura 7: Graficosdey=e*ey=Inx
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Comentarios sobre ¢ e 7.

(Extraido, na maior parte, de Spivak “Calculus”).

Os nimeros e e 7 sao mais sofisticados que o outrora desafiador irracional /2,
o qual satisfaz 22 — 2 = 0. Sao chamados algébricos os niimeros z que satisfazem

uma equagao polinomial da forma,
™ + ap 12" Ptz +ag=0,0,€7Z,0<i<n, com ag#0.

Por exemplo,

{/ 4+ 5+ V11

é algébrico mas nao provaremos este fato aqui. Numeros nao algébricos sao cha-
mados transcendentes e e e ™ sao dois exemplos. O nimero 7 surgiu na antigui-
dade, como a razao entre o comprimento de uma circunferéncia e seu diametro.
O ntdmero e é “recente”, sendo o escocés John Neper (1550-1617) e Jacques Ber-
noulli, citado na introdugao deste capitulo, dois dos principais nomes ligados a
sua origem.

Neper objetivava simplificar operagoes com grandes numeros. Para manter
proximos os termos numa progressao de poténcias inteiras de um nimero dado
¢ mister toma-lo préximo de 1. Neper escolheu 1 — 1077 = 0,9999999 e, para

simplificar, multiplicou cada poténcia por 107. Entao, se
N =107(1-10"")%,

o numero L é o logaritmo de Neper de N. Dividindo seus niimeros e logaritmos

por 107 terfamos algo préximo de um sistema de logaritmos de base 1/e pois
(1 —1/107)'9" é préximo de
1\" 1
lim (1 — —) = —.
n—o00 n e

Desde a Grécia antiga, procurou-se obter a “quadratura do circulo” por meio
de régua e compasso. Isto é, a partir de um circulo de raio 1 contruir um qua-
drado de igual drea. Para tal é necessdrio um segmento de comprimento /7. O
comprimento de um segmento construtivel a partir da unidade com régua e com-
passo (ntimero construtivel) , pode ser obtido a partir das operagoes elementares,

+, —, . e + e, ainda, |/ e € portanto um numero algébrico.
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Em 1882 o matemético alemao C. Lindemann (1852-1939) mostrou que m é
transcendente e consequentemente nao construtivel e irracional.

A prova acima de que e é irracional é bem mais simples que a “elementar”
da irracionalidade de = [vide Spivak, “Calculus”]. Existe uma prova simples
de que 7 é transcendente, porém tal prova requer métodos avancados em algebra
(Teoria de Galois ) Isto nao deve causar surpresa pois ¢ comum que argumentos

“elementares” sejam mais dificeis que os argumentos “avancgados”.

Em 1844 o matemético frances J. Liouville (1809-1882) mostrou que e nao
é construtivel e em 1873 seu compatriota C. Hermite (1822-1901) demonstrou a
transcendencia de e, para a qual existe uma prova elementar, baseada numa idéia
do germanico D. Hilbert (1862-1943) [vide Spivak, “Calculus”].

Cabe salientar que as provas da transcendéncia de e e m sao praticamente
as mesmas o que surprende visto que tais nuimeros tem origens bem distintas.
Obviamente tal fato é curioso afinal, qual relacdo pode haver entre e e 77 A
resposta a esta questao surge com a apresentagao da fungao exponencial complexa

e a férmula de Euler (em cursos de uma varidvel complexa).

As notagoes e e 7 (e também ¢ para /—1) devem-se a Euler. Provavelmente

a letra e tenha sido adotada por ser a primeira letra de exponencial.

3Evariste Galois (1811-1832), jovem francés, escreveu parte de suas descobertas na noite

anterior a sua morte em duelo por motivo passional. Liouville as publicou em 1846.
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18. Desigualdades de Cauchy-Schwarz.

Lema. A Desigualdade Classica de Cauchy-Schwarz. (Cauchy, 1821).

Sejam (ay,...,a,) e (by,...,b,) duas n-uplas de nimeros reais. Entao, segue

!albl+---+anbn|§\/a§+~--+ag\/b%+~-+bg.
Prova.

Utilizemos a desigualdade zy < (2% + y?)/2 (cheque). Temos entao,

(a1b1 + -+ anbn)2 = (Z (lzbl> (Z (ljbj) = Z aibjajbi
i=1 j=1 1,J

2B 4 o282
< A )
<2
z’]
_ 272
= ab;
i,J
=(al+-+a)(b]+-+b2)d
A seguir, vejamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais.

Teorema. A Desigualdade de Cauchy-Schwarz. (Bunyakovski 1859 para
integrais simples, Schwarz 1885 para integrais duplas). Consideremos duas fungoes

f:la,b] > Reg:la,b] = R integraveis. Entao segue

[ e < \/ [ rwa \/ [ p

Prova. J4 vimos que f?, g° e fg sao integraveis.

Seja Y f(ci)g(c;)Ax; uma arbitraria soma de Riemann de f. A desigual-

dade classica de Cauchy-Schwarz garante

> fledgle)dn| < 37| f(e)V/Aw |g(e) VA
< \/Z f2(c;) Az \/Z g% (c;) Ax;.

Imponhamos que a norma da partigdo {xg = a < -+ < x, = b} tende a

zero. Entao, no limite encontramos
b b
<\ [ radn [ gaca
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19. Primeiro TVM para Integrais, Generalizado. (Versao fina.)

Motivacao. Suponhamos que a média final M em um curso se dé pela média

ponderada das notas nq,...,ng, com respectivos pesos py, ..., pr. Entao,
S piy
j=1P;";

k
Zj:l Dj

Teorema. Primeiro TVM para Integrais, Generalizado. (Versao fina.)

M =

Consideremos f : [a,b] — R continua. Seja p : [a,b] — R integravel com uma

quantidade finita de descontinuidades e, ainda, p > 0 e

/abp(x) dx > 0.

Entao, existe ¢ € (a,b) tal que

o [ =0 [ o)

Adendo. A hipdtese “com uma quantidade finita de descontinuidades” é supérflua,
se empregarmos uma teoria de integragao mais sofisticada (Integral de Lebesgue).
Prova.
Sejam m = f(x1) o minimo de f e M = f(z3) o médximo de f. Se = € [a, b,
temos m < f(z) < M e ainda mp(z) < f(x)p(x) < Mp(x). Consideremos
P f@)pla) do

b
[ p(x) dx
o Caso 1. Se m < v < M, pelo teorema do valor intermediario existe ¢ no

intervalo aberto de extremidades x; e x5 tal que f(c) = 7.

o Caso 2. Se v = M entao segue

/ M — f(2)]p(a) de = 0.

Donde, pela desigualdade [M — f(z)]p(z) > 0 e o teorema de positividade,
obtemos [M — f(z)]p(z) = 0 em todo ponto de continuidade de p.

A funcdo p nédo se anula em algum intervalo aberto J (caso contrario, p

admite uma sequéncia de somas de Riemann que converge a 04 - cheque).

Logo, f é constante e igual a M em J. Todo ponto ¢ € J satisfaz (**).

¢ Caso 3. Se v = m, basta aplicar o Caso 2 ao par de fungoes —f e péo
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Interpretacao aritmética para o “primeiro TVM para integrais, ge-
neralizado.” Sejam f : [a,b] — R continua e uma fun¢do (peso) integravel

p:la,b] = [0,00) com uma quantidade finita de descontinuidades e tal que

/abp(x)dx > 0.

Entao, a fungao f, ponderada pelo peso p, assume em algum ponto ¢ a sua média

ponderada. Isto é, temos
[} f@)p(a)de
sa————= f(o).
[ p(x)dz
Comentario.

¢ O primeiro teorema do valor médio para integrais, generalizado, nos permite
tanto demonstrar o primeiro TVM para integrais assim como fundamentar

a interpretacao aritmética para o primeiro TVM para integrais.

Vejamos. Dada f : [a,b] — R continua, consideremos a fungao integravel e

estritamente positiva

p(z) =1 para todo x € [a, b].

Evidentemente, a média de f ponderada pela funcao constante p = 1 é

apenas e tao somente a média aritmética de f.

Pelo primeiro TVM para integrais, generalizado, segue que existe um ponto

c tal que
b
Fe) = [ 1. f(x)dx
ff ldx
Donde entao segue a identidade
_ o @)
flop="4——%
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20. Fungoes Degrau (Escada) e Degrau Suave, e Aproximagao.

WALK UKE A STEPFUNCTION

A

-
2000 (sc8) (P CurRtNEY QIBBONS

Figura 8: Walk like a step function.
Lema. Consideremos a fun¢ao escada (com dois degraus e crescente)

0, sex <0,
1, se 0 < x.

05 F

0

05 . . .
Figura 9: Esboco d; funé%o esgada 11? = E2 (x) sobre [—2,2].
Definamos entao a fun¢ao escada suave (ou realistica)
0, sex <0,
e(x) =< 322 — 223 se 0 <z <1,
1, sel <ux.

0 x=1-
Figura 10: Gréfico da escada suave e = e(x).

A funcao e(x) é de classe C*, crescente e 0 < e(x) < E(z) na reta. Ainda,
2
1
|E(x) —e(x)|de = —.
9 2
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Prova.
o E trivial ver que a funcio e = e(x) estd bem definida e é continua.
o A fungdo e é crescente. Dado x intervalo aberto (0, 1), segue
¢'(z) = 6x(1 —x) > 0.
Concluimos entao que e = e(x) é crescente em [—2,2].

o A funcdo e = e(z) é de classe C'. E trivial ver que e/ (0)=0ee (1) =0.

E ¢bvio que €/_(0) =0 e e/ (1) = 0. Logo, a funcao ¢’'(x) é continua.

o A fungdo F : [0,1] — R é integravel. De fato, dado ¢ > 0 e uma partigao

{rg=0< 1z <--+ <x, =1} com norma menor que ¢, temos
Z(M, —m;)Az; = (1 — 0)Az; + 0Azs + -+ - + 0Az, = Azy < €
Onde m; e M; sdo o inf e o sup de F em [x;_1,2;| para cadai=1,...,n.

o B 6ébvio que E : [—2,0]U[0,1] U[1,2] — R é integravel. E trivial ver que

/2 B()dz — /2 e(x)dx =2 — /01(3332 2V — 1 = %.y.

—2 —2

Corolario 1. Seja 0 < e < 1. A fungao

oc(s) = (2)

€

é uma escada suave (de classe C*) crescente, nula para todo s < ( e identicamente

1 para todo s > €. Ainda mais, satisfaz 0 < ¢ < E<1le

2
[ 18w - ol =
2

Prova.

As cinco afirmagoes iniciais sao evidentes. Para finalizar, temos

/_Z[E(S)—ﬁbe(S)]ds =2 {(2—6) +/Oﬁe (g) dx] = 5_6/01€($)d$ _ %&
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Dizemos que E : [a,b] — R é uma funcao escada (ou degrau) se existe uma
particdo {xg = a < --- < x, = b} tal que F = E(z) é constante em cada sub-

intervalo aberto (x;_1,x;). Isto é, dado i = 1,..., n existe um real ¢; satisfazendo

E(z) = ¢; para todo x € (x;_1, ;).

Os valores E(xg), ..., E(z,) sdo arbitrarios.
¥
[
¥y T i w
1 1
[ i
L 1
¥y " i
1 1
1 1
1 1
[ 1
1 1
L
o= F = 1 L
T [ —d ;
[} 1
'
¥ i [ '
: 15X
o &
L -i'
'} |}
e " L "
- — f f il
By Wy My Xy M ",

Figura 11: Exemplo de uma funcao escada y = f(x).

Corolario 2. Seja E : [a,b] — R uma funcao escada arbitraria. Entao, dado

€ > 0 existe uma fungao escada e : [a,b] — R suave (i.e., de classe C!) satistazendo

/ |E(z) —e(x)|dx < e.

Ainda, mantida a notacao acima na definicao de funcao escada, podemos escolher

a funcao e = e(x) tal que temos
Imagem(e) = [min{cy, ..., ¢}, max{ci, ..., cq}].

Ainda mais, se E é crescente entdo podemos supor que e é crescente. [Vale

afirmacao analoga para E decrescente.]
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Prova.

o Seja E; : [v;_1, ;] — R dada por E;(x) = ¢; se x € [1;_1,7;) e Ey(x;) = ¢y,
para cada i = 1,...,n, com E,(z,) = ¢,. Segue entao, pela prova do lema

(quarta afirmacao), que cada F; é integravel (logo, F também) e que

/ B(z) — Ex(2)|dx = 0.

i—1

o Pelo corolério anterior existe e; : [x;_1,x;] — R mondtona suave e tal que

ei(ri1) = ¢, ei(x;) = cipr e ej(w;1) = ej(x;) = Oparatodoi=1,...,n—1

(cheque), com e, (z) = ¢, para todo = € [x,_1,x,], e satisfazendo

/ |Ei(x) — e;(x)|dx < E, sei=1,...,n.
- n

i—1
Dado i = 1,...,n — 1, a imagem da funcao e; é [¢;_1,¢;] ou [¢;, ¢ 4], A

imagem de e, é apenas {c,}.

o Definamos e : [a,b] — R por e(xz) = ¢;(z) se x € [r;_1,2;]. A fungao

e = e(x) estd bem definida e ¢ de classe C! (cheque).

A imagem de e é exatamente o intervalo [min{cy, ..., c,}, max{cy,...,c,}.

o A funcio E : [a,b] — R, onde E(x) = Ej(x) se x € [z;_1,2;], estd bem

definida. J4& vimos que cada F; é integravel. Logo, E também. Ainda mais,
b T
/ |E(z) — e(z)|dz = Z/ |Ei(z) — eg(x)|dz < e.
a i1

E claro que temos E(xz) = E(z) para quaisquer © € (z;_1,2;) ei=1,...,n.

Logo, pela prova do lema (quarta afirmacao) segue
/ |E(z) — E(x)|dz =0, paratodoi=1,...,n.
Ti—1

Por fim, pelas duas tultimas féormulas em destaque segue

/\e(x)—E(x)|dx§/ ]e(m)—E(a:ﬂda:—i—/ B(z) — E(2)|dz < ¢ +0.

E evidente que se E ¢ crescente/decrescente entdo e é crescente/decrescente &
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Vejamos como aproximar fungdes monotonas descontinuas. Os casos mondtona

crescente e mondtona decrescente sao analogos.

Figura 12: Exemplo de uma funcao crescente e descontinua (em um ponto).

Corolario 3. Seja ¢ : [a,b] — R uma fungao crescente. Entao, dado € > 0 existe

uma funcao escada suave (de classe C') e crescente, e : [a,b] — R, satisfazendo

b
[ 1ot@) — @)l < ¢ e Bmagemn(e) = [¢(a). )]
Prova. Podemos supor ¢ nao identicamente nula.

o Temos |p(z)| < M = max{|¢(a)|,|p(b)|} # 0 em todo x de [a, b].

J& vimos que ¢ é integravel. Logo, fixado N € N grande o suficiente, para

toda particio P = {zg =a < --- < x, = b} de norma |P| < (NM)~! temos

b
| #l@lde ~ [plan) Ao+ -+ (a2 + pla) D] < -

Definamos a fungao escada E por E(z) = p(z;_1), para cada = € [x;_1, z;)
ei=1,...,n—1, epor E(x) = ¢(x,) = p(b) para cada = € [x,_1,b].
Donde segue E(a) = ¢(a) e E(z) < ¢(x) no sub-intervalo [a, 2,,_1]. E claro

que a funcdo E ¢é crescente no intervalo [a, b].

ErrEThEECETa
Figura 13: Exemplo para a fungio escada E, com [a,b] = [—4,4].
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Entao, pela prova do lema (quarta afirmacao) e a aditividade da integral

sobre intervalos, segue

o(20) Ay 4+ -+ (n2) A1 +p(n) Ay = Z / ) / E(x)dx.

Encontramos entao

x)dr — /abE(x)da: < 1

Ao longo do intervalo [a,b] temos |E| < M e |p| < M. Ao longo do sub-

intervalo [a,z, 1] temos E < ¢ e entdao |p — E| = ¢ — E. Devido a tais
observagoes, a desigualdade destacada imediatamente acima e a hipdtese

sobre a norma da partigao, encontramos

/W¢ wx—lﬂw—EMx+Liﬂw—Erww—Eﬂw

< % + 4MAx,
1 4
S N + N

O Lema, o Corolario 1 e o Corolério 2, todos nesta secao, garantem existir

uma funcao degrau e definida em [a, b] e tal que

{ e = e(x) é crescente e de classe C',
e(a) = E(a) = p(a) e e(b) = E(b) = ¢(b),

e, ainda,

’ 1
/a |E(z) — e(z)|dx < N

Por fim, a desigualdade triangular para niimeros mostra

b b b
) 1
— dr < — Eld E—eldr < —+ —.
[ tet@) = etalide < [Clo—Bito+ [P =clar< 5+ 5

Isto mostra que basta escolhermos um natural N tal que

6
N<€*
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21. Segundo TVM para Integrais.

Teorema (Segundo TVM para Integrais). Sejam f : [a,b] — R integrdvel e

p: |a,b] — R mondtona. Entao, existe A € [a,b] tal que

/ab f(x)p(z)dr = p(a) /: f(x)dx + p(b) //\bf(x)dzv_

Prova. Podemos supor p = p(x) nao identicamente nula.

o J& vimos que toda fungdo monétona e definida em [a, b] é integravel e que

o produto de integraveis é integravel. Logo, fp é integravel.
¢ Trocando o “peso” p por —p, se necessario, podemos supor p crescente.

o Podemos supor p(b) = 0, sem perda de generalidade. Pois, provado este

caso particular, dada uma p qualquer e crescente temos que existe A tal que
b A
| #@)bte) - p®)lde = fpla) - p(8)] [ fla)dz +o.
Donde segue
b A b
[ etz =p@ [ seide o) [ o
a a A
o A seguir, seja p : [a,b] — R crescente, com p(b) = 0. Logo, p(a) < 0.
o O caso com p derivavel e com derivada continua (i.e., p de classe C*). Seja
F(z) = / f(t)dt.
Integracao por partes nos conduz a

/ f(@)p(x)de = F(a)p(z)

b

a

- / Py (o)de

b
=(0-0)— / F(z)p' (x)d.

Pelo primeiro TVM para integrais (generalizado) obtemos

/ F(x)p'(z)dr = F(/\)/ p(z)dr = —p(a)/ f(z)dx, para algum X € (a,b).

Donde segue, encerrando este caso,

b A
/ flz)p(z)dx = p(a)/ f(z)dz, para algum X\ € (a,b).

o1



o O caso geral (i.e., p crescente e p(b) = 0). Seja N € N.

O terceiro coroldrio na secao Fungoes degrau (escada) e degrau suave, e
aproximacao garante existir uma funcao degrau de classe C! e crescente

en : [a,b] = R tal que

[ 100 = en(ldr < 5. com enla) = pla), en(t) =0 = 0).

Escrevamos
/a  f@p(a)ds — / " flp— exlda + /  fewda.

Seja M uma constante satisfazendo |f(z)| < M em todo ponto z de [a, b].

A desigualdade triangular para integrais mostra

/f —en)dz

Pelo caso j provado [ey ¢ monétona, de classe C! e ey (b) = 0], obtemos
AN

/ fendx =en(a ) fen dz, para algum Ay € (a,b).

N—~+00

M
_N — 0.

Como ey(a) = p(a), encontramos

b AN
/a fpdx = NgToop<a>/a fendx.

A sequéncia Ay admite subsequéncia convergente a algum valor A € [a, b].
Logo, podemos supor sem perda de generalidade (cheque) que

Ay 2%\ € [a, b

A desigualdade triangular para integrais mostra
AN

M N—+400
— — 0.
N

f(p—en)dz| <

a

A continuidade da integral mostra que

AN
fp dﬂf N—~+00 / fp dl’

Logo,
AN

feydor —— Moo, / fpdx.

Por fim, concluimos que

b
/ﬂmmm=1mpu f(z)ex /f 2)dz

N—+o0 a
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22. O TVM de Bonnet.

Teorema (O TVM de Bonnet - 1849). Seja f : [a,b] — R continua e uma

fungao p : [a,b] — R estritamente positiva, decrescente e continua. Entao, temos

b c
/ f(@)p(x)dx = p(a)/ f(z)dz, para algum c € |a, b].

Prova.
o Podemos supor, sem perda de generalidade, p nao constante.

© O caso p derivavel, com derivada p’ continua. Logo, p’ < 0. Seja

F(z) = / " Fydt.

Integrando por partes (e utilizando que f é continua) encontramos

/ f(@)p(x)de = Fb)p(b) — F(a)p(a) — / Fo)y/(z)de e F(a) =0,

Pelo TVM-generalizado para integrais, existe ¢; € [a, b] tal que

b
| Faw @ = Fe) o) - pa].

Logo,
/ F(@)p(x)dz = F)p®) + Fler) [pla) — p(b)].

Donde segue

L ’ T T T = & C
s [ e = FO) 2D n[

_ o) com p(b)
p(a) ! } ’

(@) 0<m<1.

Assim, o nimero no lado esquerdo da identidade acima estd entre F'(b) e

F(c1). Pelo teorema do valor intermediario, existe ¢ entre ¢; e b tal que

1 b .
M/a f(z)p(x)dx = F(c), onde F<C):/a f(z)dz.
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o O caso geral, onde p = p(x) > 0 é decrescente e continua.

Seja N € N. Pelo teorema de Weierstrass, a fun¢ao continua f : [a,b] — R

¢ limitada. Seja M > 0 tal que temos |f(z)| < M para todo x de [a, b].

O terceiro corolario na secao Fungoes degrau (escada) e degrau suave, e
aproximacgao garante existir uma funcao escada suave (de classe C') de-

crescente e estritamente positiva ey : [a,b] — R tal que

/ Ip(z) —en(x)|dx < %, com ey(a) =p(a) e ex(b) = p(b).

/abf(x)p(x)dx = /abf(p —ey)dz + /ab fey du.

Pela desigualdade triangular para integrais segue

Escrevamos

M N—+00

< — —0.
- N

Pelo primeiro caso temos

/ f(z)en(z)dz = en(a) ) f(z)dx

Ja vimos que ey(a) = p(a). A sequéncia Aj, Ao, ... estd contida em [a, 0]
e tem portanto uma subsequéncia convergente a algum A € [a,b]. Logo,

podemos supor sem perda de generalidade que
Ay 2%\ € [a, b).

Entao, pelo continuidade da integral segue

" o) Y / e

a

Concluimos entao que

/abf (w)de = Tim { / ' F—ex)dz + / fen dx] ~ p(a) / Y )
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23. Lema de Riemann-Lebesgue.

O lema de Riemann-Lebesgue é um resultado sobre integrais oscilatorias e é
muito importante em Teoria dos Sinais e no estudo das séries de Fourier, Trans-
formada de Fourier e em Analise Harmonica.

A grosso modo, o lema de Riemann-Lebegue afirma que a integral de uma
funcao que oscila bastante, vide gréafico abaixo, é pequena. Dito de outra forma,

o valor da integral tende a 0 se a frequéncia w tende ao infinito.

f
n

Figura 14: Ilustracao ao Lema de Riemann-Lebesgue.

Exemplo (Motivacao). Fixemos um intervalo [a,b] na reta. Entao, temos

b
/ sin(wz)dr — 0 se |w| — +o0.
a

Prova.
Segue de
b b B b
lim sin(wz)dr = lim _cos(wr) = lim cos(aw) — cos(bw) =0
w—+oo @ w—t+oo w a w—+o0 w

Generalizemos este exemplo.

Dizemos que E : [a,b] — R ¢ uma funcao escada (ou degrau) se existe uma

partigdo {ag = a < --- < a,, = b} tal que E = E(x) é constante em cada sub-
intervalo aberto (a;_1, a;). Isto é, dado i = 1,...,n existe um real ¢; satisfazendo
E(z) = ¢; para todo x € (a;_1,a;). Os valores E(ay),..., E(a,) sdo arbitrarios.
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Exemplo. Seja E : [a,b] — R uma fun¢ao escada. Entao,
b
/ E(z)sin(wx)dr — 0 se |w| — +oo.
Prova.

Caso 1. Suponhamos E(z) = ¢ em (a,b), com ¢ uma constante real. B

trivial ver que a fungao E : [a,b] — R é integravel (cheque) e que

b b
/ E(x)sin(wx)dx = c/ sin(wz)dz.
Pelo exemplo anterior segue entao que
b
/ E(z)sin(wx)de — 0 se |w| — +o0.
Caso 2. Seja E : [a,b] — R uma funcdo escada arbitraria. Este caso segue
trivialmente do caso 1 (cheque) &
Teorema (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja f : [a,b] — R integravel
Entao,
b
/ f(z) sin(wz)dr — 0 se |w| — oo.

Prova.

Dado € > 0, existe uma particao {xg =a < --- < z,, = b} tal que

b
0< ZMiA.CEi — / f(z)dz < e,

onde M; é o sup de f no sub-intervalo [z;_1,2;]. Seja FE(z) = M;, para

quaisquer = € (z;_q1,x;) ei € {1,...,n}. E trivial ver que

/a b E(z)dr =Y  M;Ax;.

Pelo exemplo acima, existe N € N tal que temos

/a ’ E(x) sin(wz)dx

Conclul'mos esta prova observando que para todo |w| > N temos

/ f(z) sin(wx)dx —/ E(z) sin(wx)dx|+

< € para todo |w| > N.

) sin(wzx)dx

/a " B() sin(wr)de

/ |E(x |dx—|—6—/[E(x) f@)]dr+e<e+edh
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24. Continuidade Uniforme. Integrabilidade das Fungoes Continuas.

Nesta se¢ao consideramos uma fungao f : [a,b] — R continua.

Pelo Teorema de Weierstrass f assume valor minimo e valor maximo, ambos
em [a,b], e a fungao f é limitada. Sendo assim, podemos trocar os conceitos de
infimo e supremo nas definicoes das somas inferior e superior de Darboux pelos

conceitos de minimo e maximo, respectivamente.

Com tal troca, dada P = {a = 29 < 21 < --- < x, = b}, uma partigao de
[a,b], a soma inferior de Darboux e a soma superior de Darboux de f e em relagao

a particao P sao, respectivamente,

s(f,P) = ZmiAxi, m; =min{ f(x):x € [x;_1,7;] } e

S(f,P) = zn:M,Axi, M; =max{ f(z) : x € [x;_1,2;] }.
Notagao. Dado A C Z[Z b], definimos
mjnf =min{f(z) :z € A} e mjxf =max{f(z) : z € A}.
Observagao 1. Seja f : [a,b] — R continua. Valem as propriedades abaixo.

(a) Se I e J sao subintervalos de [a,b] e I C J, entao

min f < min f < max f < max f.
in f < min f < max f < max f

(b) Se Py e Py sao partigées de [a, b] entao, ordenando Py UPy temos que Py UPy

é também uma particao de |a, b].
(c) Se Py e Py sao partigoes de [a,b] entao

s(f,P1) < s(f,PrUP,y) < S(f,PLUP;) < S(f, Pa).

(d) Se P é uma parti¢ao de [a,b] e £ é uma escolha qualquer subordinada a

particao P, entao

s(f,P) < S(f,P, &) <5(f,P).

Prova. Basta, na Observacao 1, na secao Somas de Darboux e o teorema de

Darboux e Du Bois-Reymond, trocar inf por min e trocar sup por maxee
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No que segue, utilizando o método de exaustao - precursor do cédlculo integral
- que remonta a Eudoxu e Arquimedes, mostramos que existem o supremo das
somas inferiores e o infimo das somas superiores e que estes sao iguais e entao

que f é integravel.

Proposigao. Se f é continua em [a, b] entao existem

a =sup{s(f,P): P é particao de [a,b]}
e

p =inf {S(f,P): P é partigao de |a, b]}

e, ainda, temos a < f3.

Prova.

Ja provamos uma proposicao mais forte, para fungoes limitadas, na se¢ao
Somas de Darboux e o teorema de Darboux - Du Bois-Reymond. Obser-

vemos que o teorema de Weierstrass estabelece que toda funcao continua
f :la,b] = R é limitada &

Proposigao. Se f : X — R é continua em =y € X e (x,) é uma sequéncia
contida em X e convergente a xo € X, entao a sequéncia (f(:z:n)) converge a

f (o).

Prova.

Dado um arbitrario € > 0, por hipdtese existe algum 0 > 0 garantindo que

temos |f(x) — f(xo)| < €ese |z —x9| <d ex e X. Como

lim =z, = z,
n—-+o00

segue que existe ng € N tal que temos |x,, — zg| < € se n > ny. Sendo assim,

temos

|f(zn) — f(x)| < € para todo n > ny e

Definicao. Uma funcao f : X — R, com X C R, é uniformemente continua se

para todo € > 0 existe § > 0 satisfazendo a condi¢ao abaixo.
Se |x —y| <9, ondex € X ey € X, entao |f(zx) — f(y)| <e.
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Teorema (Heine, 1872).@ Se f : [a,b] — R é continua, entao f é uniformemente
continua.

Prova. Por contradicao.

Suponhamos que existe ¢y > 0 tal que para todo § = 1/n, onde n € N,

existem x,, e y, em [a, b] tais que

70—l < e |f(za) = Fn)| 2 @0

Sendo limitada, (x,) admite subsequéncia convergente (z,,) e reenume-
rando esta, se necessario, podemos supor sem perda de generalidade que
(x,) converge a x. Notemos que como temos a < x, < b, para todo n € N,

entao segue x € [a,b]. Ainda mais, como
1
|z, — yn| < —, para todo n € N,
n
temos que a sequéncia (y,) também converge a x. Concluimos entao que

0= lim |f(za) — f(yn)] > co 4

n—-+o0o

Teorema. Se f : [a,b] — R é continua, entao f é integrdvel.

Prova.

Dado € > 0, como f é uniformemente continua, existe d > 0 tal que

€

=yl <6 = 1f() — Syl < -

Seja P ={xg=a <z <--- <z, = b} uma partigdo com |P| < §.

Sejam m; e M;, o inf e o sup de f em [z;_1,x;], respectivamente.

Segue

n

i=1

Portanto, pelo teorema de Darboux e Du Bois-Reymond, f é integravel &

4Heinrich Eduard Heine (1821-1881), matematico alemao.
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25. Integrabilidade de Fungoes com Conjunto Finito de Descontinuidades.

Consideremos uma fungao f : [a,b] — R com um ndmero finito de descon-
tinuidades. Particionemos [a,b] em uma quantidade finita de sub-intervalos tal

que f é descontinua no maximo nos pontos extremos destes sub-intervalos.

Entao, pelo que ja provamos até aqui, a fungao f é integravel em |[a,b] se e

somente f é integravel em cada um destes sub-intervalos.

Em um ponto de descontinuidade p € (a,b) podem existir os limites laterais
a direita e a esquerda, e ao menos um destes limites assumir um valor distinto de
f(p) (neste caso, a descontinuidade é dita de primeira espécie ou de tipo salto) ou
pode nao existir ao menos um dos limites laterais (neste caso, a descontinuidade

é dita de segunda espécie).

A fungao abaixo tem descontinuidades de tipo salto em z = —2 e em z = 3.
s M . 1"
[—2. 2 o
f L= ]
(0.1) ]
; (3007
I =l | l | 7 - | L s
' 4 =3 2 Al | 2 i 4 i
i :
| I._E-_.I.-,j ..- _-'.:-:I -:I
] g I -
f
I |
2L

Figura 15: Duas descontinuidades de tipo salto.
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A funcao f : R — R dada por

1
f(z) =sin—, se x # 0,
T

tem descontinuidade de segunda espécie em = = 0, nao importa o valor que se
atribua a f(0). Vide gréfico abaixo.

Figura 16: Nao existem os limites laterais lim sin %
z—0

Teorema. Seja f : [a,b] — R limitada e com um nimero finito de descontinui-
dades. Entao, f é integravel.

Prova.
Pelos comentarios prévios, podemos supor f descontinua em r =a e x = b.
Seja M > 0 tal que |f(x)| < M para todo = em |[a, b].

Seja € > 0. Consideremos dois sub-intervalos disjuntos [a, ] e |3, b], onde

€ €
O<a—a<6—Me 0<b—/8<6—M

Como f é continua em [, 3], existe uma particao P de [« 8] tal que

OSS(faP)_S(faP) <

Wl m

Entao, P U {a, b} é uma particao de [a, b] e
€L e
=37373° ¢
Portanto, pelo teorema de Darboux e Du Bois-Reymond, f é integravel &
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26. Integrabilidade da composicao po f.

Teorema. Sejam f : [a,b] — R integrdavel e ¢ : [c,d] — R continua, tais que
Imagem(f) = f([a,b]) C [c,d]. Entao, a composi¢ao gof : [a,b] — R é integravel.
Prova.

Existe M tal que |¢(y))| < M para todo y em [c, d].

Seja € > 0. Notemos que ¢ é uniformemente continua e existe 6 > 0 tal que
ly —y'| < ¢ implica [p(y) —p(¥)] <e
Como f é integravel, existe uma partigdo {xg =a < --- < x, = b} tal que
Z:(MZ —my;)Azx; < €,
onde m; e M; s@o os respectivos inf e sup de f no sub-intervalo [z;_1, x;].

Para a composicao ¢ o f, consideremos a soma

Z(Ni —n;) Az,

onde n; e N; sdo o inf e o sup de ¢o f no sub-intervalo [x;_1, z;|. Escrevamos

(M;—m;)>6 i:(M;—m;) <6

E trivial ver que

€ > Z (M; —m;)Ax; > 6 Z Azx; e entao Z Az; <e.
>4

(M;—m;)>6 (M;—m;)>0 (M;—my;)

E trivial ver que N; —n; < e. Segue

Z (N; —n;)Ax; < e(b—a).

(M;—m;)<é

E trivial ver que N; —n; < 2M. Segue

Z(Ni—ni)A:vi: Z (N;—n;) Az + Z (N;—n;)Az; < 2Me+e(b—a).
(Ml—mz)26 (Mi—mi)<5

Portanto, pelo teorema de Darboux e Du Bois-Reymond, o f é integravel &

Atencao. Se f é continua e ¢ integravel, pode ocorrer ¢ o f nao integravel.

Vide Jintan Lu, Is the composite function integrable? em Referéncias.
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27. Teorema da Substituicao-Mudanca de Variavel Generalizado.

A versao mais simples deste teorema supoe as funcoes e as derivadas envolvidas

continuas em intervalos fechados, com a inversa da mudanca de variavel derivavel.

Comentario baseado em T. M. Apostol Andlisis Matematico, pp. 199-200. A
versdo mais geral do Teorema da Substituicao-Mudanga de Varidvel (na integral
de Riemann uni-dimensional) nao requer a continuidade das fungoes envolvidas

e nao requer que a substituicao seja inversivel. Tal versao tem a forma
G(B) B
L., @ = [ sew)sa
G(a «a

com f integravel no intervalo G([a, 5]) e a substitui¢do G : [, 5] — R da forma

para alguma g integravel em [a, §]. Destaquemos que a identidade G'(t) = g(t) é
valida nos pontos de continuidade de g mas nao ¢ assegurada nos demais pontos.
A primeira prova da versao geral deve-se a H. Kestelman (1961). Na mesma
revista, no mesmo numero, R. Davies, simplifica a prova de Kestelman. Desde

entao, muitos artigos foram e tem sido publicados sobre esta versao geral.

O livro de T. M. Apostol nao prova a versao geral. A prova de Kestelman

utiliza o conceito medida nula, que advém da teoria da medida de Lebesgue.

A versao que provamos a seguir, apresenta as seguintes caracteristicas.

E de simples enunciado e com prova muito elementar.

Se aplica em alguns casos em que a “versao geral” nao se aplica.

E mais forte que as em Basic Real Analysis, A. W. Knapp, pp. 37-38 (a

prova nestas notas tem semelhancas e varias diferengas com relacao a prova

em tal livro) e em W. Rudin Principles of Mathematical Analysis, p. 133.

Nao consta nos livros em Referéncias.
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Nesta prova admitimos particoes
X={a=zy< - <z, =b},

com pontos repetidos. Vdrios autores (Knapp, Lang, Rudin, Spivak, etc.) as-
sim procedem. Uma vantagem destas é que a integral de uma fungao sobre um
s6 ponto é automaticamente zero. Quanto a investigar a existéncia e o valor
da integral de uma dada funcao, tanto faz que a particao tenha ou nao pontos

repetidos.

Teorema (Teorema da Mudanga de Varidvel Generalizado). Sejam
f o, B] — R integravel e ¢ : [a,b] — [a, f]

sobrejetora, crescente (nao necessariamente estritamente crescente) e continua.

Suponhamos ¢ derivavel em (a,b). As seguintes afirmagoes sao verdadeiras.
e Se ¢’ é integrdavel em la, b, entao o produto (f o )y’ é integravel em [a, b].

e Se o produto (f o )¢’ é integravel em [a, b], entao vale a férmula
3 b
| sz = [ reeme e

Prova.

o A hipétese ¢ continua é supérflua. Dado ¢ € [a,b], seja © = ¢(t) € |o, (]
Sejam 2’ e 2 tais que z € [2/,2"] C [a, f]. Como ¢ é sobrejetora e crescente,
existem ¢’ e t”, ambos em [a,b] e ' < ") tais que p(t') = 2’ e p(t") = 2”.
Como ¢ é crescente, temos ¢([t/,t"]) C [2/,2"]. Logo, ¢ é continua [notemos

que se 2’ < x entdo t’ < t e, analogamente, se x < z” entao t < t].
¢ A funcdo ¢ é uniformemente continua. Trivial.
o Temos ¢’ > 0 no intervalo aberto (a,b). Obvio, pois ¢ é crescente.

o Para integrar ¢/, é claro que podemos definir ¢'(a) e ¢'(b) arbitrariamente.
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o SejaT ={a=ty<--- <t,=>b} uma partigdo arbitraria do intervalo [a, b]
eseja X ={a=u1x9 < - - <z, =L} aparticao do intervalo [a, §] dada por

X = ¢(T). Isto é, suponhamos x; = ¢(t;) para cadai =0, ...,n.

Pelo TVM, existe ¢; € [t;_1, ;] tal que Ax; = ¢(t;) — p(tio1) = ¢'(t;) At;.

a ce ti_1 t; t; b

Figura 17: O ponto ¢; relaciona comprimentos: Az; = ¢ (t;) At;.

o Se |T| — 0, entdo |X| — 0. Segue da continuidade uniforme de ¢ pois dado
61 > 0, existe d; > 0 tal que temos |p(t) — p(7)] < & se |t — 7| < ds.

o Se ¢’ é integrdvel, entdo (f o )¢’ também. Seja 7; € [t;_1,t;], arbitrario.

Notemos que ¢(7;) € [z;_1,x;]. Analisemos a soma de Riemann

DSl (At =Y flem)Azi+ Y fle(n) [ (r) — & (0)] Ats.

Se |T| — 0 entao |X| — 0 e a primeira soma no lado direito tende a ff fdx.
Seja M uma constante tal que |f| < M (existe, pois f ¢ limitada). Segue

|T|—0

> e ¢ () - @) At 0.

S M[S(@,7 T) - 8(90,7 T)]
Logo, (f o)y é integravel (o valor da integral é igual ao da integral de f).

o Se (f o)y é integravel, o valor de sua integral é igual ao da integral de f.

Com as notagoes acima, seja 7; = ; e escrevamos T; = ¢(1;).

ol e w1 Ti=p(t) @ B
Figura 18: O ponto T; = ¢(t;), onde Az; = ¢ (t;) At;.

Segue entao
> Fle@) E)AL = f(T7) Az,
Se |T| — 0, por defini¢ao o lado esquerdo converge a integral de (f o ¢)¢'.

Se |T| — 0, entao |X| — 0. Portanto, o lado direito tende a integral de f &
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Corolario. Mantidas as demais hipoteses no teorema acima, suponhamos ¢

mondtona (isto é, crescente ou decrescente). Entao segue
e(b)

x)dx = "(t)dt.
@ wawwwt

o(a
Prova.

¢ O caso ¢ crescente ja estd provado. Suponhamos ¢ decrescente. Entao,
W(s) =pla+b—s), ondet € [a,b]

é crescente. Pelo teorema segue

P (b) b b
/ f@mz/fw@mwm:—/fwww—m¢wm—mm
1/’(“) a a

Logo, com a troca de variavel t = a + b — s obtemos
e(a) a
| swis = [ (ew)e e
©(b) b

¢

A seguir, vejamos um exemplo que distingue esta versao da “versao geral”.

Exemplo (Um exemplo em que o teorema acima se aplica mas a “versao

geral” nao). Consideremos o par de fungoes
flz) =2, sex€l0,1], e go(t):\/gsete [0, 1].

Obviamente f é integravel. Ainda, ¢ : [0,1] — [0, 1] é sobretora, crescente e

continua. Ainda, a fungao derivada ¢ estd definida no intervalo aberto (0, 1) e

1
/
t) = ——=.
o) = i
E trivial ver que ¢’ nao é limitada e portanto nao é integravel em (0, 1).
E trivial ver que a funcao

ﬂwmm@:%%:%

é integravel. Logo, pelo teorema demonstrado acima segue

1 1
/ xdx :/ —dt.
0 0o 2

Por outro lado, ¢’ nao é integravel em (0, 1) e entdo nao podemos escrever

t
1
Vit = /0 NG dr, para todo t € [0,1].

4

Desta forma, a “versao geral” (com g = ¢’) nao se aplica neste caso &
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28. Uma Funcao C* mas nao Aproximavel via Férmula de Taylor.

Exemplo. Uma func3o de classe C*° mas ndo analitica. A funcao

Ax) = {e_alc, sex >0,

0, sex <0,

é tal que A™(0) = 0 para todo n e de classe C* na reta.

Figura 19: Gréfico de A(z) = e =, se # > 0, com A(z) = 0 se 2 < 0.

Verificagao. Sejan € {0,1,2,...}.
E claro que A(1) = e~!. E também claro que

) 1
lime ==0 e

) 1
lim e = =1.
z—0t

T—+00

Cada derivada A™ [com A©®) = A] satisfaz

1
AM(z) = e =P, (—) , para todo x > 0, com P, um polinémio.
x
Ainda,

lim A™(z) = lim e YP,(y)

z—0t y—+oo
Temos também

lim
y—+oo Y

A (z) —
1 - 1 7yPn
Jm — o = m v R
y—+o00 ey
= 0.

Por inducdo segue que A, A, A”,A®) ... sdo todas continuas na origem e

portanto continuas na reta. Logo, A é infinitamente derivavel &
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29. O § de Dirac.

Definigcao. Dada uma funcao f : R — R, o suporte de f é o menor conjunto

fechado que contém o conjunto no qual a funcao f nao se anula. Temos a notagao

supp(f) = {z : f(x) # 0}.

Exemplo. Seja A = A(x) como no exemplo na se¢do Uma Fun¢ao C*° mas nao

Aproximavel via Formula de Taylor. Consideremos a fungao
d(z) = A1 —2?).
A funcao @ é de classe C™ na reta e satisfaz
0<®(z)<e <1 e supp(®) = [—1,+1].
A

il N

-1 1

Figura 20: Grafico da funcao .

A expressao para P é

_ 1

e =22 gse —1<x <1,

0, caso contrario &

A seguir, consideremos o niimero

+1
c= / O (z)dx > 0.

1

Definamos a funcao

®()
ple) = —
Entao, temos
+1 400
/ p(r)de =1= / o(x)dx
-1 —00



Dado um arbitrario € > 0, consideremos a fungao

A funcao ¢, € de classe C* na reta e satisfaz

0<wpe(r) < - e supp(pe)(x) = [—e, €.

N | =

Ll

'v["y[""'v"'

Figura 21: ITlustracao para o grafico de ¢, conforme € — 0F.

/_i e(z)dr = /_i @dm

Ainda mais,

|
=
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Teorema. Seja f : [—1,1] — R uma funcao continua. Consideremos a familia
de fungoes

v :R—=R, onde ) <e<1,
acima definidas. Entao,

f(@)pe(x)de <=2 £(0).

-1

Prova.

O primeiro TVM para integrais, generalizado, garante a existéncia de um

ponto T € [—¢, €], com T = T(e) dependendo de ¢, tal que
1 €
| t@elado= [ ra)ao
—1 —€

= [(@).

Como f é continua na origem, temos que
_\ =0
f(@) == f(0) &

Dada uma funcao f : R — R, infinitamente derivavel e de suporte com-
pacto (i.e., f é identicamente nula no complementar de algum intervalo fechado

e limitado) definimos o § de Dirac

Dizemos que a familia de funcoes

{pe: 0e < 1}

se aproxima do 0 de Dirac, se € — 0. Escrevemos entao

goeﬁé.
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30. A Primitiva [ e~ dr nao é Elementar .

Figura 22: O grafico de e*” ¢ a regiao A entre tal grafico e o eixo Oz.

Uma funcao elementar, é uma fungao de uma variavel (real ou complexa)
que pode ser expressa com as quatro operacoes bésicas da artimétrica, e pela
composi¢ao da exponenciacao, do logaritmo, das constantes e da radiciagao.

As fungbes trigonométricas e as fungoes seno e cosseno hiperbdlicos e suas
inversas sao também elementares pois todas elas sao exprimiveis pela funcao
exponencial complexa e pelo logaritmo.

O conjunto das fungoes elementares é fechado pelas quatro operagoes basicas,
pela composicao e pela derivacao.

As funcgoes elementares sao analiticas exceto em um conjunto finito de pontos.

O conjunto das fungoes elementares nao é fechado por limites, somas infinitas
e integracao.

O seguinte teorema se deve a Liouville.

Teorema (Liouville). Sejam f(x) e g(x) fungées racionais, com g(x) nao cons-

tante. Suponhamos que
/f(x)eg(x)dx

é uma func¢ao elementar. Entao, existe uma fungao racional R(x) tal que

/f(m)eg(””)dx = R(x)e?@.

Utilizemos tal teorema de Liouville para provarmos o préximo resultado.
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Corolario. A primitiva
_ 2
/ e dx
nao é elementar.

Prova.

Suponhamos que a primitiva acima é elementar. Entao, pelo teorema de
Liouville existe uma fungao racional

P(z)

%7

com P e () polindmios e () nao nulo, e com P e () sem raizes em comuin,

[ e

Obviamente P(x) é nao nulo. Derivando tal identidade encontramos
P’ - P ! P
o _ (1’)@(90)2 (2)Q(@) > , Ple) (_2%_962)
Q*(x) Q(x)

satisfazendo

Donde segue
Q*(z) = P'(2)Q(z) — P(2)Q'(x) — 22P(z)Q(x), para todo x.
¢ O caso Q(z) uma constante ¢, com ¢ # 0. Entao encontramos
¢ = cP'(x) — 2cxP(x),

o que é impossivel pois grau(c?) = 0 e grau[cP'(z) — 2cxP(z)] > 1.

¢ O caso Q(x) ndo constante. A identidada polinomial acima obtida é
valida para todo x em R. Logo, ela vale também para todo z em C.

Seja o € C [com existéncia garantida pelo TFA] tal que

Q(a) =0.

Seja m a multiplicidade algébrica de o como raiz de Q(z). Pela iden-

tidade que estamos utilizando segue que
(z — )™ divide Q'
Logo, «a ¢ raiz de multiplicidade m + 1 de Q(z) 4

A prova esta encerrada &

72



31. Teorema de Caracterizacao da Integral de Riemann.

A - Continuidade e Oscilagao.

A descontinuidade de uma funcao em um ponto pode ser de primeira espécie,
também dita de tipo “salto” (os limites laterais existem e s@o distintos), ou de
segunda espécie (a0 menos um dos limites laterais nao existe). Mostremos que
dada f : [a,b] — R limitada, podemos medir sua continuidade/descontinuidade

em pontos de [a, b].

Definig¢ao. Seja p € [a,b]. Para cada r > 0 sejam

m(f,p,r)= _inf f(z) e M(f,p,r)= sup f(x).

CEG[P—T,P‘H‘} xe[pi’r:err}
A notagao acima subentende que x pertence a [a, b], o dominio de f.

Também escrevemos (abusando da notagao)

m(f,p,r) :inf{f(x): T € [p—r,p—l—r]} :inff([p—r,p+r])

M(f,p,r) = sup {f(ff) rxefp-rpt T]} =sup f([p—rp+7]).
Fixado p no intervalo [a, b], é facil ver que

m(f,p,r) é uma funcao crescente se r — 0

M(f,p,r) é uma funcdo decrescente se r — 0.

Assim, a diferenga M(f,p,r) — m(f,p,r) é decrescente se r — 0.

Consequentemente, sempre existe a oscilacdo de f em p:

m[M(f,p,r) — m(f,p,7)].

osc(f.p) = lim
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Definicao. Um subconjunto F' da reta é dito fechado se para toda sequéncia

(x,) = (21, 22, ...) de pontos de F' e convergente a um ponto z da reta (escrevemos

Ty UimasN x), entao tal ponto limite x pertence ao subconjunto F.

Propriedades da Oscilagao. Seja f : [a,b] — R. Vale o que segue.

(i) f € continua em p se e s6 se osc(f,p) = 0.
(ii) Para todo € > 0, é um fechado o conjunto
F= {p € a,b] : osc(f,p) > e}.
Prova.

(i) (=) Dado € > 0, por hipdtese existe 0 > 0 tal que |f(z) — f(p)| < € se
x €[p—0,p+46] (e x € [a,b]). Logo, M(f,p,0) —m(f,p,0) < 2e.
Donde segue, osc (f,p) < 2e para qualquer ¢ > 0. Logo, osc (f,p) = 0.

(<) Solicitamos ao leitor.
(ii) Seja (pn) = (p1,p2,...) uma sequéncia de pontos pertencentes ao conjunto
F' e tal que p, UimaiaN p, onde p € R. Devemos mostrar que p € F.

Por hipétese, temos a < p, < b para todo n. Logo, é trivial ver que p

satisfaz a < p <b. Isto é, p € [a, b].

Seja r > 0. Como p,, — p, entdo existe algum j tal que p; € (p —r,p+r).
Entao, existe 0 < d < r tal que [p; —d,p; +d] C (p—r,p+71).

Segue m(f,p,r) < m(f,p;,d) < M(f,p;,d) < M(f,p,r). Assim, e lem-
brando que a oscilagao é uma funcao decrescente se r — 07, encontramos

M(f7p’7,.) _m(fap7r) > M(fapj>d) _m(fvpj7d) > OSC(fapj) > €

para todo r > 0. Donde segue osc(f,p) > €. Logo, p € F' e F é fechado &

Observagao. Seja D o conjunto de descontinuidades da funcao f : [a,b] — R,

com f limitada. Dado e > 0, seja

D.={p € a,b]: osc(f,p) > €}

E facil ver que
D:D1UD%UD%U'--UD;U'H.
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B - Contetido Nulo, Compactos e Medida Nula.

Definicao. Seja D um conjunto, com D C R ou D C R%
o Um retangulo fechado e limitado tem a forma |a, b] X [c, d].

o O conjunto D é compacto se D é fechado e limitado. Logo, um inter-

valo/retangulo J é fechado e limitado se e somente se J é compacto.

o D tem contetdo nulo se, dado ¢ > 0, existe uma colecao finita de interva-

los/retangulos compactos Ji, ..., Ji tal que D C J;U---U Jy e

onde m(.J;) é o comprimento/area do intervalo/retangulo J;.

o D tem medida nula se, dado € > 0, existe uma colecao contavel de interva-

los/retangulos compactos Jy, Jo, J3, ... tal que D C JyU JoU--- e

Zm(JZ) < e [isto é, m(Jy)+---+m(Jy) <e, para todo k € NJ.
ieN
Nas definicoes acima de contetido nulo e de medida nula, se trocarmos a condicao
"intervalos/retangulos compactos” pela condi¢do ”intervalos/retangulos abertos

e limitados” obtemos definicoes equivalentes as enunciadas. Verifique.

Exemplo. Seja f : [a,b] — R. Entao, f é integravel se e somente se o grafico de
f, denotado Gr(f), tem contetido nulo em R?.

Solugao. Utilizemos as notacoes para as somas de Darboux. Sabemos que
a funcao f é integravel se e somente se, para todo ¢ > 0 existe uma particao
{a =x9 < -+ <z, = b} determinando sub-intervalos J; = [x;_1, z;] tais que

n

i=1
Por fim, a colecao de retangulos R; = J; x [m;, M;] recobre Gr(f) e satisfaz

n

Zm(Ri) => m(J)(M; = m;) < e &

i=1
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Lema 1. Seja K compacto, com K C R? ou K C R. Seja Ry, Ry, Rs,... uma

colegao contavel de retangulos/intervalos abertos cobrindo K. Isto é,
KCRIURyURg---.
Entao, tal cobertura admite subcobertura finita. Isto é, existe N € N tal que
K C R U---URypy.
Prova.

Suponhamos, por absurdo, que nao. Entao, para todo n existe um ponto
pn € K\ (RiU---UR,).

A sequéncia (pq, pa, .. .) esta contida em K que é limitado (pois compacto).
Logo, (p1, pe, - - -) admite uma subsequéncia convergente (pn,, Py, ---) & um

ponto p.

O conjunto K é fechado (pois compacto) e pp, koo, p. Logo, p € K.
Segue entdo que existe j tal que p € R;. Como R; é um retangulo/intervalo

aberto e p,,, — p, segue que para todo k grande o suficiente temos p,, € R;}

Lema 2. Seja K um conjunto compacto e de medida nula, com K C R ou
K C R?. Entao, K tem contetido nulo.

Prova.

Dado € > 0, seja { Ry : k € N} uma colegao contavel de retangulos/intervalos

abertos tal que
+o0 c
KCRURUR;--- e ;m(Rk) <35

Pelo Lema 1, existe N tal que K € Ry URy U ---U Ry. E ébvio que
m(Ry) +---+m(Ry) <e€/2<cdh
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Lema 3. Seja X1, X, ..., X, ... uma familia contavel (enumeravel) de conjuntos

de medida nula em R?. Entao, X = |J X; tem medida nula.

jEN

Prova. Seja ¢ > 0.

Como X; tem medida nula, segue que existe uma colecao contavel de

retangulos R}, R3, R}, ... satisfazendo

€
X, CRIURLU--- e Zm(R;)gi.

Analogamente, fixado um indice j arbitrario em N, existe uma colec¢ao enu-

meravel de retangulos R}, R}, R}, ... satisfazendo

X;CRIURJU--- e Y m(R)<
Entao, como NxN é um conjunto contavel, segue que a colegao de retangulos
C= {Rf :1 € Neje N} écontdavel. Ainda mais, é trivial ver que qualquer
subcolecao finita de retangulos em C esta contida em alguma sub-colecao
finita do tipo {Rf 1 <i< Nel<j< N} para N suficientemente

grande. Também ¢é facil ver que

N N ' N N N
YD mR) =) m(B)+Y m(R)+-+ Y m(R)
=1 j=1 =1 =1 =1
<+l S
=2 4 2N

Y (PRI 1
—\27} oN | = ¢

Consequentemente obtemos

Logo, X tem medida nula &
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C - O Teorema de Lebesgue.

Teorema de Caracterizagao (Lebesgue). Seja f : [a,b] — R limitada. Seja

D o conjunto dos pontos de descontinuidade de f. Entao, f é integravel se e

somente se D tem medida nula.

Prova.

(=)

J& vimos que
1
D:D1UD1U---UD1U--~,ondeDlz{x:osc(f,x)Z—}.
2 n n n

Como a uniao contavel de conjuntos de medida nula é um conjunto de

medida nula, basta provarmos que cada D1 tem medida nula. Fixemos n.
n

Dado € > 0, seja P = {a = xy < - -+ < x, = b} uma particao tal que
€

Seja C a colegao dos sub-intervalos J; = [x;_1, x;] que contém algum ponto
de D1 em seu interior [isto é, a intersec¢ao(x;_1, ;) N D1 é ndo vazial. Para
todo J; em C temos M; —m; > 1/n. Logo,

LSS ) < S0 (M- mm(5) < S(P) ~ s(f,P) < <

J;,eC J,eC

Donde segue

> m(J) <e.

Jec
E claro que D 1 esta contido na uniao dos sub-intervalos em C com as extre-
midades {zg, x1,...,2,}. Cada {z;} = [x;,x;] é um sub-intervalo de com-
primento 0. Assim, cobrimos D 1 por um numero finito de sub-intervalos

cuja soma dos comprimentos é menor que €. Logo, D1 tem medida nula.
n

Dado € > 0 temos que D, = {x € [a,b] : osc(f,z) > €} estd contido em D
e portanto tem medida nula. Pela Propriedade da oscilagao (ii) segue que

D, é compacto. Entao, pelo Lema 2 segue que D, tem contetido nulo.

Consideremos (pois existe) uma quantidade finita de sub-intervalos abertos

I, ..., I; que recobre D, e tal que m(ly) +---+m([;) <e.
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Seja z um ponto arbitrario em [a,b] \ (I; U--- U I;). Temos osc(f,z) < e.
Logo, existe um sub-intervalo aberto I, centrado em x e tal que a oscilagao

de f no conjunto I, N [a,b] é menor que €. Isto é,

sup f— inf f| <e.

(Ixﬂ[a,b} IzNa,b] )

Entao, como a reuniao de tais sub-intervalos abertos I, recobre o conjunto
K =la,b]\ (LU---UI),

e K é compacto (pois fechado e limitado, cheque), temos que existem

L,,..., I, taisque K C I, U---UI, (cheque).

Consideremos a colecao de sub-intervalos abertos
Z=AL,....I,1,,.... 1.}

E 6bvio que [a,b] estéd contido na unido dos sub-intervalos em Z. Seja
(cheque) P uma particao de [a, b] tal que cada sub-intervalo J determinado
por P esta contido em um dos sub-intervalos da colecao Z. Separemos os
sub-intervalos determinados por P em duas colecoes disjuntas: J; contém os

sub-intervalos contidos em algum I;, onde 1 < j <, eacolecao Jo = J\J.

Sejam M; e my o supremo e o infimo de f retrita a .J, respectivamente.
Seja M tal que |f(z)| < M, para todo x em |[a, b].

Se J pertence a Js, entao J esta contido em algum sub-intervalo I, com

1<j5<m,etemos M;—m; <e.

Se J € Jp, entao 0 < M; —my < 2M. Finalmente, concluimos que

S(f,P)=s(f,P) =D (My—mpm(J) + > (My—my)m(J)

Jeg JeJs

< ZMZm(Ij) + € Z m(J)

JeT2
<2Me + e(b—a) &
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D - Um Importante Teste de Integrabilidade.

A demonstragao do Teorema de Lebesgue para a Caracterizacao das Integrais

de Riemann revela um importante teste de integrabilidade baseado na oscilacao.

Teste de Integrabilidade. Seja f : [a,b] — R. Entao, f é integrdvel se e
somente se f é limitada e para todo par ¢ > 0 e n > 0 existe uma parti¢cao
P=A{xg=a<--- <z, = b} de [a,b] tal que o comprimento total dos sub-

intervalos J; = |[x;_1,x;] com oscilagao osc(f, J;) > n é menor que €. Isto é,

Prova.

o Utilizemos as notagoes usuais para somas de Darboux. Dada uma particao
P={xg=a<--- <z, =0b}de[ab], sejam J; = [x;_1, ;] e m(J;) = Aux;.

E claro que a oscilagao de f no sub-intervalo J; é osc(f, J;) = M; — m,.
(=) Neste caso, existe uma particaio P = {zg =a < --- < x,, = b} tal que
Z(Mz —my)m(J;) < en.
Seja Z =1, = {i : osc(f, J;) > n}. Segue
an(Ji) < Zosc(f, Jiym(J;) < en.

€L €L

> m() <e.

1€T

Logo,

(<) Dado e > 0,seja P ={zp=a < --- <z, = b} tal que

Y omh) < e
i:osc(f,Ji)>e
Seja M > 0 tal que |f(x)| < M para todo z € [a,b]. Segue
Z(Mi —mg)m(J;) = Z (M; —mi)m(J;) + Z osc(f, Ji)m(J;)
i:osc(f,J;)>e i:osc(f,J;)<e

<2Me+€e(b—a).

Logo, f € integravel &
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E - Aplicacao do Teorema de Lebesgue.

Exemplos. Sejam f e g integrdaveis em |a,b]. Valem as propriedades,

(i) fg € integravel em [a,b].

(ii) Suponhamos f positiva [isto é, f > 0]. Entao, temos

/abf(a:)dx =0

se e somente se f é nula com a possivel excecao do conjunto de medida nula

constituido por seus pontos de descontinuidade.

Prova.

(i) Sejam D(fg), D(f) e D(g), os conjuntos das descontinuidades de fg, f e
g, respectivamente. E 6bvio que D(fg) € D(f) U D(g). Pelo Teorema de
Lebesgue, D(f) e D(g) tem medida nula. Pelo Lema 3, o conjunto D(fg)

tem medida nula. O Teorema de Lebesgue mostra que fg ¢é integravel.

(ii) (=) Seja xp um ponto de continuidade de f. Existe um sub-intervalo J,

com g € J C [a,b] e m(J) > 0, satisfazendo

f(xo)
fla) =z =5

para todo x € J.

Logo,

b b
0< f(;jo)m(J)g/ifdx:/a fdr =0,

Portanto, f(zq) = 0.

Seja P uma partigao (de pontos distintos) de [a, b]. Indiquemos por J;
os sub-intervalos determinados por P. Como o conjunto dos pontos de
descontinuidade de f tem medida nula, segue que f nao é descontinua
em todos os pontos de J;. Logo, f é continua em ao menos um ponto
de J;. Devido a hipotese, f é nula em tal ponto. Obtemos entao, para

a soma inferior de f em relacao a tal particao,
s(f,P)= Zmim(Ji) =0.

Como esta soma inferior é arbitraria e f é integravel, concluimos que

a integral de f é zerode
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+o0
32. A identidade [ ¢ **dr = /7.

Esta secao utiliza coordenadas polares, integral imprépria e integral dupla.

Area, £ \/;
F(X)

Figura 23: ITlustracao para fj;o e = /7.

Apesar de nao termos uma formula elementar para a fungao
g(x) = / e~ dt, onde z > 0,
0

72

conseguimos computar a integral de e™®" em toda a reta. Notemos que

g é positiva e crescente em (0, +00).

Assim, existe (como nimero real positivo ou como o valor +00) o limite

+oo )
lim g(x) :/ e " dx.
0

T—>+00

2

Como a funcao positiva e”*" é par, temos

+o0o ) +oo 9
]:/ e ” dx:2/ e Tdx.
—00 0

A seguir, computamos I? = I.I e mostramos que I? = .
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Seja r > 0 e arbitrario. Notemos que

I’=11= liI+1’l (/ e_xQd:E) (/ e‘dey>
r——+o0o r -

— T — (2 +y?)
| [ e
-nrTr ><

Seja 0 = (0,0) a origem do plano RQ. Sejam

DOsT) = {(y) €R: Vel T2 <7}

o disco de centro na origem e de raio r e o quadrado @, = [—r,r] x [—-r,r] de

centro na origem. Valem as relacoes

D(0;7r) C Q. C D(0;2r) C Q.

T

Devido a tais relacoes, e a desigualdade e~ " +¥*) > 0 em todo ponto (x,y), temos

; —(2?+y?) — i — (@ +y?)
([ | = | [f
Qr D(0§T)
Donde segue

= lim ff ~@49) gy

r—-+00

Utilizando coordenadas polares escrevemos
x = pcosb, p? = a* +y?
{y:psinﬁ, ‘ {comp>0 e <0< 2m.
O determinante da matriz jacobiana da aplicagao J(p,0) = (pcosf, psinf) é
det J(p,0) = p.

Entao, efetuando tal mudanca de coordenadas encontramos

12 = lim H e pdpdh

r—00
[0,r]x[0,27]

T 2m
= lim </ pe”er> </ d@)
r—+00 0 0

6_p2 T
= lim | ——— 2r=nde
r—+00 2 lo
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Exercicio. Mostre que a funcao

flx) = { e_x%, sex #£0,

0,sex=0,

satisfaz f((0) = 0 para todo n e é de classe C™ na reta.

=y

Figura 24: Gréfico de f(z) = e~ x%, se x # 0, com f(0) = 0.
Sugestao.

Por inducao, as derivadas f(™, onde n =0, 1,2, ..., satisfazem

1 1
fM(z)=e =R, (—> , para todo z # 0,
x

onde R,(z) é uma fungao racional.

A seguir, adapte a prova apresentada no exemplo na secao Uma Funcao C'*°

mas nao Aproximavel via Formula de Taylor.

84



10.

11.

12.

Referéncias.

. Apostol, T. M., Andlisis Matematico, segunda ed. (1977), Reverté.

. Davies, R., An Elementary Proof of the Theorem on Change of Variable in

Riemann Integration, Mathematical Gazette, 45 (1961) pp. 23-25.
Guidorizzi, H. L., Um Curso de Calculo, Vol. 1., 5* edi¢ao, LTC, 2001.
Hairer E. and Wanner, G., Analysis by Its History, Springer, 2000.

Kestelman, H., Change of variable in Riemann integration, Mathematical
Gazette 45 (1961), 351, pp 17-23.

Knapp, A. W., Basic Real Analysis, Birkhauser, 2005.
Lang, S., Undergraduate Analysis, second ed., Springer, China, 1997.
Lima, E. L., Curso de Analise, IMPA, 1976.

Lu, Jitan, Is the composite function integrable?, Amer. Math. Monthly,
106 (8), 1999, pp. 763-766.

Rudin, W., Principles of Mathematical Analysis, third edition, McGraw-
Hill, 1976.

Spivak, M., Calculus, 4th edition, Publish or Perish, 2008.

Spivak, M., Calculus on Manifolds, Perseus Book, 1965.

85



