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Teorema (Regra da Cadeia). Sejam f:R - R e g : R - R diferencidveis.

Entao, f o g é diferenciavel e

(f29)'(p) = f'(9(p))d'(p), para todo peR.
Prova.

o Fixemos p na reta. Dado um incremento nao nulo A, exprimimos o quociente

de Newton para a composta f o g no ponto p via duas sentencas

flg(p+h))-f(g(p)) g(p+h)—g(p)
F— a s, se g(p+h) —g(p) #0,
[+ )~ flaw) | 7™

h =
0, se g(p+h)-g(p) =0.
¢ Analisemos dois casos. Destaquemos

lim g(p+h)-g(p)
h—0 h

=g'(p)-

o Caso ¢'(p) # 0. Entao, para |h| pequeno o suficiente temos g(p+h)—g(p) # 0.
Assim, para computar (f o g)’(p) utilizamos apenas a primeira sentenca.
Com a troca y = g(p+h) e jd que g é continua (pois derivavel), obtemos

i L9 +h) = flg(p) _ o W) - flgp) Fo)).
=0 g(p+h)-g(p) v=9() Y- g(p)
Donde segue (f o g)'(p) = f'(g9(p))g'(p). Caso provado.

o Caso ¢'(p) =0. O limite da primeira sentenga para h — 0 é

f'(9(p))g'(p) = f'(9(p))-0=0.

O limite da segunda sentenca para h — 0 é

9(p) - g9(p) = 0.

Logo, a derivada de f o g em p existe e é 0. Portanto valem

“@%gJQ ¢ portanto (f 09)'(p) = F(9(0))'(p) &



Teorema da Funcao Inversa. Seja [ um intervalo abertoe f: I - f(I) c R

continua e inversivel. Entao,

(a) f é estritamente crescente ou f é estritamente decrescente.
(b) J = f(I) é um intervalo aberto.
(¢) g=f1t:J—1Ié continua.

(d) Se f é derivdvel em x, com f’(z) #0, entdao g é derivdvel em y = f(z) e

9'(y) = L

fa(y))

Prova.
(a) Suponha x1 < x9 < 3, com f(x1) < f(x2) e f(xa) > f(x3). Seja y tal que
maX(f(xl)a f(l’:s)) <y < f(x2).

Logo, pelo teorema do valor intermediario obtemos

ye f((z1,22)) e ye f(x2,23)) 4

Também a funcao —f é continua e inversivel e também nao pode ocorrer
flxy) > f(x2) e f(x2) < f(x3). Concluimos entdo que f é estritamente

crescente ou estritamente decrescente.

(b) Pelo teorema do valor intermediario, J = f(I) é um intervalo. Por (a), f é

estritamente crescente/decrescente. Logo, J nao pode conter extremidades.

(c¢) Trocando f por —f, se necessario, podemos supor sem perda de genera-
lidade que f é estritamente crescente. Consideremos entao y € J e € > 0

suficientemente pequeno tal que [g(y) — €, g(y) + €] c I. Existem entao y; e

Y2 tais que g(y1) = g(y) — € e g(y2) = g(y) + €. Logo,

9([y1,92]) = [9(y) — €. 9(y) +€].

(d) Dado um ponto yo = f(z0), temos que g(y) = g(yo) = zo se y - yo. Entao,

. 9W) —9(yo) _ . 1 =g(u) 1. 11
T o TG TG e TG (g
9(y)-9(yo) -0
f"(9(y0))



O teorema da funcao inversa tem como hipdtese
“f:1—- f(I) continua e inversivel”.

Precisamos entao identificar fungoes inversiveis de um modo um tanto simples.

A proposicao abaixo é entao bastante 1til.

Proposicao. Sejam I um intervalo e f : I — R continua e injetora. Entao,

J = f(I) é um intervalo e

f:1—J é continua e inversivel.
Prova.

Pelo teorema do valor intermedidrio (TVI) temos que J = f(I) é um inter-

valo. Entao,
fil—>J-= f(])

é injetora e sobrejetora e continua. Isto é, f: 1 — J é continua e inversivel #



