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Suponhamos uma torneira aberta em um recipiente e com a velocidade de
escoamento da dgua (a vazao, ou fluxo) variando com o tempo.

Conhecendo o fluxo em cada instante num periodo, digamos [0, T, é razodvel
que possamos determinar a variacao da quantidade de agua neste periodo.

Denotando por Q(t) a quantidade de 4gua no recipiente no instante t e intro-
duzindo instantes intermediarios 0 = tp < ... < t; < ... < t,, = T, a variagao no

periodo [0,7T] é a soma das variagoes nos subintervalos temporais:

[ti—ti—1] -

1) QT =Q(O0) =} [Qt) - Q)] = Y_AQ

i=1
A taxa de variagao de Q = Q(t) em [t;_1,t;] é a vazao num determinado instante

t; € [ti_1,t;] (vide teorema do valor médio e/ou sua interpretagao). Isto é, pondo
Aty =t; — i,

AQ| -1, i) — i ' =
) Q[Alt- - Q(tt? —tQ(f J-q (t:)

Combinando (1) e (2) obtemos,

B Q-0 =Y St L = S Q@A

i=1 =1

Definimos entao a integral de @’ | fOT Q' (t)dt] como o limite dos somatdrios,
ZQ' (¢;)At; , ¢; arbitrdrio em [t;_1,t;] ,
i=1

quando os comprimentos dos sub-intervalos tendem todos a zero. Assim, se tal
limite existir, e ele existe se (' é continua, temos o Primeiro Teorema Fun-

damental do Calculo,

QT) — Q) = / Q'(t)dm
1



Interpretacao: a variagao da quantidade de agua ¢é a integral do fluxo no periodo
considerado. Retornem a ela ao estudarem no Calculo III o Teorema da Di-
vergéncia, ou de Gauss.

Passemos a demonstracao formal do 1° Teorema Fundamental do Céalculo.

1. Seja f;[a,b] — R integravel e F' : [a,b] — R derivavel e tal que ' = f.

Entao, \
/ f(z)de = F(b) — F(a) .

Prova: Por definicao,

/b f(x)dz = lim i flei) Ay,

|P|—0
onde P ={xg=a <z < x93 < .. < Zy_1 < x, = b} é uma particao
de [a,b], |P| = max Az; = max{Axy,...,Az,} é a norma da parti¢ao
<i<n
P, £ = {c1,.....c,} é uma escolha arbitraria de pontos ¢; € [x;_1, x4,

1 = 1,...,n subordinada a particao P e
n
> fle) Ay,
i=1

¢ a soma de Riemann relativa a particao P e a escolha .

Seja P ={xg =a < x; < 23 < .... < x,, = b} uma partigdo qualquer de

[a,b]. Temos,
F(b) = Fa) = [F(z1) = F(zo)] + [F(22) = F(a)] + ..[F(zn) = F(zn1)]

e, pelo TVM para Derivadas, existe ¢; € [x;_1, x;] tal que F(x;) — F(x;—1) =
F'(¢;)Az;. Logo, como F'(¢;) = f(¢;), a soma de Riemmann de f relativa
a esta partigdo P e a esta particular escolha € = {¢y, o, ..., ¢} €

n

Z fle) Az = Z F'(c)Ax; =Y [F(x;) — Flaioy)] = F(b) — F(a).

i=1
Assim, para toda partigdo P existe uma escolha £ tal que o valor da soma
de Riemann correspondente é F'(b) — F'(a). Portanto, como existe o limite

para escolhas arbitrarias subordinadas a uma particao, tal limite ¢ igual ao
valor ja obtido: F(b) — F(a) B



2. 1° TVM para Integrais. Seja f : [a,b] — R, f continua. Entao, existe

/f FOb-a) .

Prova. Se f é constante é 6bvio que em qualquer ¢ em (a,b) a igualdade

c € (a,b) tal que

(*) é satisfeita.

Se f nao é constante, sejam m = f(x1) e M = f(x2) o minimo e méximo de
f, respectivamente. Entao, m < f(z) < M, Va € [a,b], e existe xy € [a, b]
tal que m < f(zg) < M, e como f continua, obtemos fj[f(x) —m|dz >0
e f:[M — f(x)] dz > 0. Logo,

Jy f(@)da
mda:< f )dx < de donde m < *t—"— 2 <M,
—a
e portanto, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ € (x1,z2) (ou

(22, 21)) tal que

fab f(x)dx

f(C)Zﬁ

3. 2° TVM para Integrais. Sejam f,g : [a,b] — R, f e g continuas, com
g>0e fabg(x) dx > 0. Entdo, existe ¢ € (a,b) tal que

[ rwerar= 1) [ gtora

Prova. Sejam m = f(x1) e M = f(22) o minimo e maximo de f,
respectivamente. Entdo, Yz € [a,b] temos m < f(z) < M e ainda,
mg(z) < f(x)g(x) < Mg(z). Consideremos

[ @) do
fabg(m) dx
Caso 1. Se m <y < M, pelo TVI existe ¢ € (z1,22) (ou (x9, 1)) tal que
fle)=n.
Caso 2. Se v = M entao fab[M — f(x)]g(z)dz = 0 e portanto, como
[M — f(x)]g(z) > 0, temos [M — f(z)]g(x) = 0,Vx € [a,b], e como g nao se

anula em algum intervalo aberto J, segue que f é entao constante e igual a

M em J e assim, todo ¢ em J satisfaz (**).

Caso 3. (7 =m) Andlogo ao caso 2 W



