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Nesta secao apresentamos sete teoremas, provando os cinco relativos a de-

rivagao e apenas enunciando os dois imediatamente abaixo relativos a conti-
nuidade.

Teorema do Valor Intermediario (TVI) (Bolzano). Se f(a,b) — R é uma

fungao continua entao a imagem de f, Im(f) = f(Ja,b]), é um intervalo. Isto é,

dado um nimero y satisfazendo f(x1) <y < f(x2), com x1 e x9 ambos em |a, b],
entdo existe x em |a, b| tal que f(x) =y.

Prova. Guidorizzi, L. H., “Um Curso de Calculo”, V. 1, 5* ed., p. 511, LTC
Editora, 2001.

Teorema de Bolzano-Weierstrass. Se f : [a,b] — R é continua entao f assume

mdximo e minimo em [a, b]. Isto é, existem x1, o € [a,b] tais que

m= f(x;) < f(x) < f(zg) =M, ¥V x€la,b].

Prova. Guidorizzi, L. H., “Um Curso de Calculo”, V. 1, 5* ed., p. 511, LTC
Editora, 2001.

A seguir, utilizando os resultados acima provamos os préximos.

Condigao Necessaria para Maximos e Minimos Seja f : [a,b] — R continua

e derivavel em (a,b). Se zq € (a,b) é ponto de maximo ou minimo, local, de f
entao f'(zg) = 0.



Prova.
Trocando f por —f se necessario, podemos supor xy um ponto de minimo

local. Assim, se h # 0 é suficientemente pequeno tal que zo + h € (a,b) temos
f(xo+h) = f(zo) > 0e

f($0+h)—f($o)>0 o h>0. o f(zo+h) — f(xo)
h - ’ h

<0,seh<0.

Logo, como existe a derivada f'(zg) = }llinéw temos f'(z9) > 0 e
—
f'(zg) <0 eentao f'(zg) =0M

Teorema de Rolle. Seja f : [a,b] — R continua, derivdavel em (a,b) e tal que
f(a) = f(b). Entao, existe ¢ em (a,b) tal que f'(c) = 0.
Prova.

Se f é constante o resultado é 6ébvio. Senao, pelo teorema de Bolzano-
Weierstrass f assume um minimo m = f(x;) e um maximo M = f(z3), com
x1,22 € [a,b] e m # M. Logo, como f(a) = f(b), temos ou x; € (a,b) ou
x9 € (a,b). Isto é, ou x; é um ponto de minimo local e f'(z1) = 0 ou x2 é um

ponto de méximo local e f'(z2) =0 W

Teorema do Valor Médio (TVM). Seja f : [a,b] — R continua e derivdvel em

(a,b). Entao, existe ¢ no intervalo aberto (a,b) tal que

Prova.

Considerando a equagao da reta secante ao grafico de f pelos pontos (a, f(a))

e (b, f(b),

5(1) = (o) + OO

definimos a funcao continua em [a, b] e derivavel em (a,b),

(t—a), teR,

gD(t) :f(t)—S(Zf),tE [aub] :

E claro que p(a) = f(a) — f(a) = 0 e (b) = f(b) — f(b) = 0 e entdo, pelo
Teorema de Rolle aplicado a funcao ¢, existe ¢ € (a, b) tal que

)~ f(o) g

0=¢'() = [(0) = 5(0) = J'(e) - =3



Interpretacao fisica do Teorema do Valor Médio. Se um objeto puntual
move-se sobre uma reta e se s(t), s : [t1,t2] — R, indica a distancia em metros
deste objeto em relacao a origem adotada na reta, no instante ¢ medido em
segundos entao o Teorema do Valor Médio expressa que em algum instante t, €
[t1,12] a velocidade instantanea v(ty) = s'(to) ¢ igual a velocidade média vysdia 1O

periodo [ty,ts]:

AS S(tg) — S(tl)
"(to) = v(to) = Vmstia = 5 = ———— *
s(to) = vlto) = vméaia = 77 ty— 1
Propriedade do Valor Intermediario para Derivadas (Darboux). Seja
f i [a,b] = R derivdvel em [a,b]. Entao, a imagem de f’ é um intervalo.
Prova.
Suponhamos a situagao f'(c) < A < f'(d), com ¢ e d em |a, b], e mostremos

que existe [ em (¢, d) tal que f'(I) = A. Analisemos dois casos.

e O caso A = 0. Entéo temos f'(¢) < 0 e f'(d) > 0. Logo, para x em um
pequeno intervalo nao degenerado (¢, ¢+ €) temos [f(z) — f(¢)]/(x —¢) <0
e portanto f(z) < f(c). Para x em um pequeno intervalo ndo degenerado
(d — €,d) temos [f(x) — f(d)]/(x —d) > 0 e portanto f(z) < f(d). Desta
forma, o ponto de minimo x = [ de f : [¢,d] — R (garantido pelo Teorema de

Weierstrass) pertence ao intervalo aberto (¢, d). Temos assim, f'(I) =0 = .
e O caso geral. Basta vermos que g(z) = f(z)— Az satisfaz ¢’(c) < 0 < ¢'(d)B
Teorema do Valor Médio Generalizado (Cauchy). Sejam f,g : [a,b] = R

continuas e derivaveis em (a,b), com ¢'(x) # 0 para todo = € (a,b). Entao, existe

c € (a,b) tal que

Prova.
Inicialmente notemos que g(b) — g(a) # 0 pois caso contrario, pelo Teorema
de Rolle existiria =g € (a,b) tal que ¢’(x¢) = 0, contra a hipdtese.

Consideremos a fungao continua em [a, b] e derivavel em (a,b),

p(t) = [f(b) = fla)]g(t) — [9(b) — g(a)]f (1), € [a,b].



Temos, ¢ claro, p(a) = f(b)g(a) — g(b)f(a) e ¢(b) = —f(a)g(b) + g(a)f(b);
logo,p(a) = ¢(b). Assim, pelo TVM existe ¢ em (a, b) tal que

0=¢'(c) = [f(b) = fa)lg'(c) = [9(b) — g(a)]f'(c),
donde finalmente segue [f(b) — f(a)]g'(¢) = [g(b) — g(a)]f'(c)M

Interpretacao geométrica do Teorema do Valor Médio Generalizado:
Esbogando no plano a curva (t) = (g(t), f(t)), t € [a,b], e a reta S pelos pontos
(g9(a), f(a)) e (g(b), f(b)) vemos que existe uma reta T tangente a curva -, em
algum ponto v(c), e paralela a reta S. Isto é, se mp e mg sdo os coeficientes

angulares de T" e S temos,

; y(t) —(e) .. f@t)— flc) g(t) —g(c)
v () = lm = ﬂ@( f—c ' t—c )
- (10 gy =59) 0

interpretado fisicamente como o vetor velocidade da curva + no “instante c”.
Ainda mais, o coeficiente angular my da reta T, paralela ao vetor 7/(c), é a

tangente do angulo € que o vetor forma com o eixo Oz (faga um esbogo); logo,

mp = tanf =

Regras de L’Hospital

Tais regras aplicam-se a andlise das indeterminacoes

0 00
- e — .
0 00

Mostremos que sao também indeterminacoes

(i) 0.00 , (ii) co—o0 , (ii) 0° , (iv) o e (v) 1% .

Prova. Temos,



(i) limzi = 13.
z—0 *

(i) lm (z+15) —z =15.

T—+00

(iii) lim (e%)s = e =7
Tr—r—00

-

n

(iv) lim (e*) e =17.

T—+00

“|
[

(v) lim (1+25)r=eh™=7 W

r——+00
Estas cinco indeterminacoes siao redutiveis as indeterminacoes 2 ou 2. Por exem-
s s 0 o0
plo temos,
00 — eOan — 60.(700) ’ OOO — eOlnoo — eOoo : 1° — eoolnl — eoo.O )
Atencao: 0% ndo é indeterminacdo pois 0° = e®0 = (=) — g0 ¢
{0, 4+00}.

Motivacao as Regras de L’Hospital. Mostremos inicialmente uma versao
simples e bem 1til pois que aplicavel em muitos casos. Suponhamos f, g : (a,b) —
R derivéveis (logo, continuas) e p € (a,b) satisfazendo f(p) = g(p) =0e ¢'(p) #
0. Entao,

O (D)
w—p g(x)  g(p)

Verificagao: Temos,

f@)—f(p)

f@)—fp) lim £
Cfl@) o f@=fp) . T e o f(D)
llm——hm——hm = = .
z—p g(x) z—p g(gj) — g(p) T—p 9(5"—_;@ lim L‘Z(m g’(p)
r= T—p =

Exemplos: Temos, aplicando o resultado acima (confira que podemos aplica-

lo),

. XCoSxT . cosx —xsinx 1-0

(1) hn(l) , = lim = =1.
z—0 SInx r— COS T

2) lmS =lm—— =-=1 N

m 2
z—0 tanx z—0 Sec® x 1

12 Regra de L’Hospital: Sejam f e g derivaveis em (p,b) e ¢'(x) # 0, V. Se

lim f(z) =0= lim g(z) e existir lim S'(@)

z—pt z—pt z—pt g’(iB)

(finito ou infinito),



entao )
lim M = lim @)

z—pt g(&?) z—pt g,(l’) '

Obs: Vale regra similar nas quatro condigoes: “z — p~”, “o — p”, “© — +o0”

e ‘o — —o0”.

Prova:
Definindo f(p) = g(p) = 0 obtemos f e g continuas em [p,b) e derivaveis em
(p,b). Assim, dado z € (p,b) e aplicando o TVM generalizado ao intervalo [p, z],

existe x1 € (p,x) tal que

flz) _ fl@)—0 _ f(z)—f(p) _ f(=1)
glx)  glx) =0 g(x)—gp) ¢(z1)

Desta forma, como z; — p* se x — p*, concluimos

i A8 g L) o S g

z—pt g(l’) z1—pt g/(l‘l) z—pt g’(l‘)

7 é trivialmente

Observacao: A 1% regra de L'Hospital sob a condicao “z — p~’
equivalente a 12 regra de L’Hospital sob a condicao “z — p™” pois z — p™ &

—r— —p .

22 Regra de L’Hospital: Sejam f e g derivaveis em (a, p), com ¢'(z) # 0 para

x € (a,p). Se
| o R R
lim f(z) = 400 = lim g(x) e existir lim (finito ou infinito),
T—p~ T—=pT T—=p— g/(l')
entao

lim J@) = lim J'@)

T—=p~ g(ZL‘) T—p~ gl<$) '

Obs: Vale regra similar nas quatro condicoes: “x — p*”, “@ — p”, “z — +00”

e “r — —o0”.

Prova:

Suponhamos lim F@ — ¢ R*, os casos L = 0 e L = oo sao deixados ao

a—p— 9@
leitor.



Como f e g tendem a +oo quando x — p~, podemos assumi-las estritamente

positivas.
Dado entdo € > 0, consideremos § > 0. Por hipdtese existe @ € (a, p) tal que

_ f'(c) € €
(1) cé€ela,p) = 70 € (L—§,L+§) .

Também podemos assumir x suficientemente préximo de p tal que f(z) > f(a) e
g(x) > g(a@). Desta forma, aplicando o TVM Generalizado para as fungoes f e g

no intervalo [a, x] obtemos,
_ — !/
flz) ~ f(@) f,(c) para algum ¢ € (a@,p) .

@ <0 =@ " 70

1— 9@

g(x)

Mas, _
fl@) - f@  fla) (1 - ?Eﬁ)
g(a@)

1@ — ), existe a € (@,p) tal que

e, como lim )
A T—p
(@)

1 — 249
90 e (1-6,1+0),

. Utilizando (3), (1) e

com ¢ > 0, pequeno, e a ser convenientemente escolhido
(4) [por (2), L > 0 e portanto L > 0] supomos € > 0 suficientemente pequeno tal

que L — 5 > 0 e obtemos,

- flz) _ f'()

rela,p) —

N LG
Finalmente, escolhemos § > 0 e suficientemente pequeno tal que (notemos o caso
d=0)

((L— Y1-4), (L+ 6)(1+5)) C(L—eL+e) [hasta0<o<—L2|m
T GoTe L+e/2

g(x)
(@

]‘_@ € €
( ) e (L-5)1-0), (L+5)(1+9))

1 =5



