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TEOREMA (PICARD) de EXISTENCIA e UNICIDADE para EDO’s

Teorema. Seja F': () - R, onde () é um quadrado no plano centrado em (a,b),

com F =F(x,y) e ‘?9—5 continuas. Entao, localmente, existe uma sé solu¢ao para

(1) { y(z) = Fr.y(x)).
y(a) =b.

Prova.
Podemos supor @ = [-1,1] x [-1,1] e (a,b) = (0,0) (por favor, cheque). Su-

ponhamos que as fungdes |F| e |%—5| sao majoradas por M > 1.

Existéncia.

Tal problema é entao equivalente a

(E2) u@) = [T PEym)at

A idéia (util em vérias dreas) é definirmos a sequéncia de fungoes

Yns1(T) = fox F(t,ya(1)) dt.

Pois, se a sequéncia de fungoes yq, y1, yo, - . . convergir uniformemente a uma funcao

(E3) { yo(z) = 0 (fungdo constante),

y(z), passando (E3) ao limite para n - oo obtemos (E2) e ... fim do problemal

Provemos tal convergéncia uniforme. Se |z| <1/M e |y,(z)| < 1, entdo

[P

Isto mostra que todas as fungoes y1, y2, ¥, . . . estao bem definidas para |z| < 1/M.

< Mlz| <1, ie., Imagem(y,.1)c[-1,1].

|yn+1 ([L‘)| <

Fixemos r tal que 0 < r < 1/M e ponhamos A =M (portanto, 0 < A< 1).

O conjunto C([-r,r]) das funcdes continuas definidas no intervalo [-r,7] e a
valores reais é um espaco vetorial. As fungoes continuas definidas em compactos

assumem maximo, e adotamos em tal espago a “norma do sup”

lyll = sup{ly()|: z € [-r,r]}.



Agora, dado x € [-r,7], pelo teorema do valor médio aplicado a 2 temos

e @) = @) = | [ [Pt 0u(0)) = Pty ()]

< || M| yr = yr-1]-

Logo, [yk+1 =yl < Ay = yx-1 e, por indugao,

lyie = yell < A¥lyn = ol -

Desta forma, supondo m > n, pela desigualdade triangular encontramos

Y (2) = Y (D) < [y = Y|+ + [Yner = Y| <A™+ A Jy1 = o
Donde segue,

Hyl — Yo ||

(£4) [y (&) = ()] € A1

J& que 0 < \ < 1, a sequéncia (yn(yc))N é de Cauchy e converge a um real y(z).

Computando o limite em (E4) para m — oo (notemos que m >n) encontramos

(@)~ ()| < w1200

Portanto, a sequéncia de fungoes y;, yo, . . . converge uniformemente a y, em [-r,r].
Entao, resultados triviais sobre convergéncia uniforme garantem (E3).
Economizando teoria, usemos o TVM na diferenga F(t,y,(t)) — F(t,y,(t)).
Entao, F(t,y,(t)) converge uniformemente a F(t,y(t)) em [-1/M,1/M] e, inte-
grando, yn.1(x) converge a [ F(t,y(t))dt em [-1/M,1/M]. Donde segue (E3).

Unicidade.
Suponhamos que duas fungoes y(x) e z(z) satisfazem a edo (E2) em [-r,7].

Entao, aplicando o TVM a fungao obtemos para x € [-r,r],

(@) =@ = | [ [F(v) - F(e0) e

<rMly -z

Donde segue |y - z| < M|y — z| e a igualdade entre as fungoes y e zm



Mostremos que as reducoes adotadas na prova acima sao permitidas. Seja
G:la-6,a+6] x[b-0,b+7], com § > 0, continua e % também continua.

Consideremos o problema com valor inicial
(E5) v'(u) = G(u,v(u))
v(a) = 0.

Definamos entao a funcao
F(z,y)=G(a+dx,b+dy), com (z,y)e[-1,1]x[-1,1],

e consideremos o problema com valor inicial
/ - F
(56) { y'(x) = F(z,y(x))
y(0) =0.
Mostremos que

v(a+0x)—-b
J

v =v(u) é solucao de (E5) se e s6 se y(z) = é solucao de (E6).
e Se v(u) é solucao de (E5), entao y(0) =0 e

y'(z) =v'(a+6z) = G(a+dz,v(a+dx))

G(a+(5;1:,b+v(a+c5x) —b)

(a+6z,b+6dy(z))
= F(q:, y(:c))

e Se y=y(z) é solugao de (E6), entao

satisfaz v(a) =0+b="be

V(1) :y,(u;a) :F(%,y(u;a))




