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Distancia de ponto a reta A equagao geral de uma reta no plano cartesiano
é: D :ax+by+c=0; aoubnao nulo. Dado um ponto P, = (z,,¥,) € R? a
distancia de P, a reta D é :
| ax, + by, + c|

Va? + b?

Prova Seja m, o coeficiente angular de uma reta r qualquer. As retas, de-

|PD| =

signadas por S, perpendiculares a reta D, tem coeficiente angular mg tal que
mg.mp = —1. Logo, utilizando o parametro d, uma equacao geral de tais retas
é:

S =br+ay+d=0, deR

Entre tais retas perpendiculares a D queremos a que passe por P, = (Z,, Ys)-
Isto é, —bx,+ay,+d = 0 e, portanto, determinamos d = bx, — ay,. Temos entao

a reta
Sp

o

: —bx 4+ ay + (bx, — ay,) =0

Para determinarmos o ponto P, = (x1,y1) = D N Sp, resolvemos o sistema:

<*){ ar + by = —c

—bx + ay = ay, — bz, ,
Multiplicando a primeira equacgao por a, a segunda por —b, e entao somando-as
temos :
11 = e (02, — aby, — ac) e,

agora, multiplicando a primeira por b e a segunda por a e somando-as concluimos
Y = ﬁ(—abxo + a’y, — be).
Computemos agora o quadrado da distancia de P, = (z,,y,) a P, = (x1,11):

\P,Pi* = (2 — 21)* + (Yo —11)* =

:[xo - ﬁ( b2$0_abyo_ac)]2 + [yO - ﬁ( _abxo+a2yo_bc)]2:



:m[(a%ojtabyo + ac)? + (abz, + b*y,+bc)?| =
= il ¥az, + by, + ¢ + Vlaz, + by, + )] =
- m[ (@® +0?) (axy + by, + ¢)*]=

_ (azo + byo + ¢)?

P , donde segue a tese.

segunda prova Reescrevendo (*) na notagao matricial temos:

] )

E facil constatar que dada uma matriz inversivel,

| A B
¢ D
sua inversa ¢ dada por
M-l - 1 D -B
AD—-BC | —¢ A

Assim, a solucao de (*) é

| 1 a —b —c
1 a+0 | b aq ay, — bx, '

Logo, 1 = ﬁ(—ac — aby, + V’z,) e y, = GQ—}H)Q(—bc + a*y, — abxz,) e a

demonstracao segue como a anterior W
Area de um Paralelogramo

Nesta segao, @ denota um vetor em R% Dado (a,b) no plano cartesiano,
indicamos o vetor representado pelo segmento com extremidade inicial a origem
deste plano e final (a,b) por (a,b). Dois vetores @ = (a,b) e U = (c,d), ndo
paralelos e em R?, determinam um paralelogramo € que supomos, inicialmente,
no primeiro quadrante. Seja W = @ + U = (a+b,c+d). Consideremos a
representagao de {2 [numa segunda e tltima representacao as posigoes de @ e U
sao trocadas,

Considerendo os pontos P;, 1 < i < 7, a area delimitada por 2, A(Q), é dada

port,



P=00b4d) [ ‘ Py=(a+cb+d)

Pr=(0.df -~ B = ()
7=\a,

o) c Py Py = (a+c0)

Figura 1: Determinante/Area

A(Q) = A(ORP3Py) — A(OPP;) — A(PIPP3P;) — A(PsPyPsPs) —
A(PsOPF),
A(PL PP Pr) Zw:bc+ o A(P3P4P5P6)=W:bc+ @

A(OP,P3Py) = (a+c)(b+d) =ab + ad + bc + «d,
A(OP1P7) =2 (S A<P5OP6) = %l

2

Logo,

A =ab+ ad + be +cd — L —be — L —pe — 2L — < = gd—bc=
. a cC

=1, |

A seguir, associamos uma area ou ao determinante D se seu valor (também
dito determinante) é positivo ou a D', obtido trocando as colunas de D uma pela
outra, se D é negativo.

Defini¢do: O angulo entre dois segmentos AB e AC no plano é o menor
angulo 6, 0 < # < 7, unindo B e C.

Definicao: O angulo entre dois vetores #,7 € R? é o angulo entre dois
segmentos AB e AC, representantes de @ e ¥, respectivamente. Fixas tais repre-
sentagdes, o (menor) angulo entre @ e v, orientado de u para v, é o angulo
entre AB e AC, orientado de B para C.

Mantendo a notacao acima temos entao o importante resultado abaixo.

Proposicao 0.1 Se u corresponde a 1* coluna do determinante, v a 2°, u e U
nao paralelos, e B, o menor angulo entre U e v, orientado de U para v, tem sentido

anti-hordrio,



a ¢

b

=ad—bc>0.

Caso contrario, se a orienta¢ao de 6 € no sentido horario, ad — bc < 0.

Prova: Lembremos que medimos angulos em R? no sentido anti-horario e a partir
do eixo Ox. Suponhamos, primeiro, que 6 esteja orientado no senti anti-horario.
Se a é o angulo de Ox a @ e f o angulo de Ox a ¥, a,c # 0, temos tan o = %
e tan f = tan 4.
C
Caso 1: 4 no primeiro quadrante.

(1a) Para ¥ no primeiro quadrante temos (vide figura anterior),

b d
0 < tana = —
a

< —=tanf, bc<ad, ad—bc>0,
c
onde na segunda afirmacao utilizamos ac > 0.

(1b) Para ¢ no segundo quadrante temos ¢ < 0, d > 0, ac < 0 e,
d b
tanf=—- < 0 < —=tana, ad> bc.
c a

(1c) Para ¢ no terceiro quadrante, com 0 < f — «a < 7, temos ¢ < 0, d < 0,
ac < 0 e observando o valor da tangente no circulo trigonométrico (faga um
esbogo),

d b
0 <tanf=- < —=tana, ad> bc.
c a

Caso 2: u no segundo quadrante logo, a < 0 e b > 0.
(2a) Para v no segundo quadrante temos, ¢ < 0, d > 0, ac > 0 e (faga um
esbogo),
b d
tana=—- < —=tanf < 0, bc<ad.
a c

(2b) Para ¢ no terceiro quadrante entao ¢ < 0, d < 0, ac > 0 e,

b d
tana=—- < 0 < —=tanf, bc<ad.
a c

(2¢) Para ¥ no quarto quadrante, com 0 < f — a < 7, temos ¢ > 0, d > 0,
ac < 0 e observando o valor da tangente no circulo trigonométrico (faga um
esbogo),
=tana <0, ad> bc.

tanf = - <

ol
Q| o



Casos 3 e 4: Para @ no 3° [4°] quadrante, os sub-casos com ¢ no 3°, 4° e
1° [4°, 1° e 2°] quadrantes sdo andlogos a (la), (1b) e (1c) [(2a), (2b) e (2¢)],
respectivamente.

Po fim, se # tem o sentido horario, trocando as colunas de D recaimos na
suposicao anterior e obtemos um determinante D' > 0. Logo, D =—-D"<0 N

Definigao: O par ordenado de vetores {u, v} é positivamente (nega-
tiva/e) orientado se o menor angulo entre eles, orientado de # para ¥, tem
sentido anti-horédrio (horério).

Definigao: O paralelogramo determinado pelo par ordenado {u, v} é posi-
tivamente orientado ou negativamente orientado segundo a orientagao do

par (ordenado) {u, U}.

Corolario 0.1 Na prop. 1.8, se 0 tem sentido anti-hordrio [hordrio], D € a drea
[o oposto da drea] do paralelogramo positiva/e [negativa/e] orientado determinado

pelo par ordenado {u, U}.

Prova: E deixada ao leitor B



