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Assumindo y = y(z) e derivando a equagao da elipse em relagdo a = temos,

d z? 2 2x 2y(z)y' (x
dr " a b a b
Logo, y'(z,) = —ZZZZ eT:y—y,= —Zif/z (x — xz,) , donde obtemos
ayoy + b2x.x = b2z, + a%y, = a?b?, que simplificando resulta :
. Yo To

Pela mudanca de varidveis: x = g(u —v)ey = %(u + v), encontramos a equagao

2 2 , - ~ . s
% — % = 1 que é uma equagao em forma padrao de uma hipérbole. Notemos que se

P satisfaz a a equagdo |PFy| = V2|PD|, onde |PFy| é a distancia de P = (z,y) a
Fy = (—V2,—V?2) e |PDy| é a distancia de P & reta D; : y = —r — /2 entdo P satisfaz
a equagao zy = 1. F} é denominado foco e Dy reta diretriz.

Analogamente, temos que |PFy| = v/2|PDs|, para o foco Fy = (—v/2,—v/2) e a reta
diretriz Dy : y = —x + /2. A diferenca das distancias de P aos focos é uma constante:
|PFy|—|PF,| = £21/2. Temos ainda os seguintes elementos da hipérbole: V; = (=1, —1) e

Vo = (1,1) silo os vértices, v/2 é a excentricidade e as assintotas sdo as retas * = 0 e y = 0.

Denotando y = y(z) = % e derivando a equacgao da hipérbole em relagao a x temos,

eyl =y(e) + @) = -+ (@) =0.
Logo, y'(z,) = —% eT :y— L = _9713(17 — ,) ; a qual multiplicando por z, resulta
Toy — 1= =1 (2= 25) = —Yo(& — To) = —YoT + Yoo = —Yot + 1.
Ty tYor=2 M
Como y = f(z), temos que - {y® + 2zy* + 2} = £ {4} =0 e entdo,
3y°(x)y' (z) + 2% (z) + day(x)y'(x) +1=0.

Da equacao dada temos : y3(1) 4+ 2y%(1) +1 = 4. Notando que y = 1 é rafz do polinémio
p(y) = y> + 2y? — 3 e dividindo este por y — 1 obtemos
ply) = =D +3y+3) = (y— D[y + 2)> + 2] e assim, 1 é a tnica rafz de p.

Consequentemente temos y(1) =1 e

3y(1)+2+4y'(1) +1= 0.

Logo, y'(1) = —2 e a equagdo da reta pedida é T:y —1=—3(z—1) W
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Supondo y = y(x) e derivando temos 0 = %x_% + 2y(z) "3y (z) ou,
_1 _1,
v 4 y(@) (@) =0,
portanto, no ponto (z,,y,) temos

2

yo:(l_xos)

Njw

y/($0> = - = -
A reta tangente no ponto P, = (x,,y,) é dada por

3 1 -5
T : y—(l—il?o)Q :—T(,I—IO),

cujas intersecgoes com 0s €ixos Sao
2
A=(0,1-23)%) , B=(Y70,0).
2 2
Finalmente, a distdncia de Aa B é |[AB|=\/(1—-z3)+2z5 =1 W

Temos y(t) = 3z%(t) — 2x(t) e assim, derivando esta equagao em relagao a t,
y'(t) = 6z(t)2’(t) — 22/ (¢). Se y'(to) = 32'(t,) entdo 3z'(t,) = 6x(t,)x' (¢

o) = 2'(to) e
portanto, dividindo por #’(t,), temos 3 = 6z(t,) — 2, o que implica z(t,) =2 W

Seja Oxy o sistema de coordenadas cartesianas com Oy correspondendo a parede de
sustentagao da escada, a origem O ao pé da parede, Oy apontado para cima e Oz paralelo
ao chao, apontado na diregdo do movimento da escada. Seja x(t) a distancia do pé da
escada a parede e y(t) a altura da escada. Supondo z(0) = 0 e y(0) = 8 temos entdo que,
(4) @2(0) + P() = 82 = 645 /(1) = 2,95 w(3) =3,

assim, de 22(3) + y*(2) = 64 concluimos que y(2) = /55 e,

derivando (), temos 2x(t)z’(t) + 2y(t)y’(t) = 0 e portanto

3x24y(2)y(2) =0, logo,6 +V55y(2) =0 e, finalmente, y'(3) = —\/% [ |

(exercicio 17, p. 203, livro texto) Pela lei dos cossenos: (¥) 52 = 32+22—-2x3xxx cosl =
9 + 22 — 6zcosb;
sendo z uma funcao de @ e este uma funcao do tempo t.
_ do _ 1
) =4e i §7Vt

Temos entdo x = x(0(t)) e ainda, pelos dados fornecidos, x(%

Escrevendo (*) como z2(6(t)) —6x(0(t))cosd(t) = 16 e derivando-a, com z’ d9’ obtemos,
2z(0(t))x’ (9(1&))% — 62/ (0(t ))2—?008(9(1&)) + 6x(9(t))sen9(t)fl—f =0.
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Sendo t, o instante em que 0(t,) = 5 temos que

1 1 1
2x(g)x’(g)§ — 6x’(g)§cosg + 6x(g)§seng =0,

e portanto, fazendo as substituigdes necessarias,
T
4a'(35) +12=0.

Consequentemente temos z'(5) = %(g) = —3 e portanto,

dx _dxﬂ'dﬂ__§

1) =355 = 3

(exercicio 18, p. 203, livro texto) O volume de liquido dentro do cone ’invertido’ e até a

. ’ . ’ 2 . . A~ .
altura h relativa ao vértice do cone é V' = ™ b Sendo r o raio da circunferéncia formada

pela interseccao do cone com o plano paralelo ao seu topo e a distancia h do vértice temos,

por semelhanca de triangulos,

r_10_2
h 15 3
Assim, r = 2 e sendo a altura uma fungdo do tempo temos r(t) = %(t) e
4h3(t)
t) = .
V(t) o7

E dado que V' (t) = % e portanto, derivando a expressao encontrada para V obtemos a
equacao
4 x 3R2(HR' (1) 1

27 10’

e assim, no instante t, tal que h(t,) =5 temos

4 x 52 X W (t,) 1 9
—— % == = N(t,)=-10"° N
9 10 (to) T
(exercicio 19, p. 203, livro texto) Sendo P fixo, para o computo das velocidades pedidas
(velocidade de P) podemos supd-lo, no instante inicial, na origem do sistema e o eixo Ox
orientado no sentido do movimento .
Apbs a roda, cujo raio é 1, girar 0 rad, as coordenadas de seu centro sdo dadas por (6,1)

e as coordenadas (z,y) de P por
0—x=senf, y=1—cosh .

Introduzindo a varidvel tempo temos z(t) = 0(t) — send(t) e y(t) = 1 — cosd(t).
Derivando e utilizando que €’(t) = 1 obtemos :
' = () —cosd(t)0'(t) = 1—cosf e y'(t) = send(t)f'(t) = senfd N



(12) (exercicio 21, p.203, livro texto) Pela figura temos P = (z(t),0), Q(¢t) = (0,y(t)), R(t) =
(0,h), |PR| = \/z(t)2+ h? e |QR| = |h — y(t)|. Suponhamos y(t) < h. Por hipotese
|PR| 4+ |QR| = e e entao,

Vat)2+h2+(h—y(t) =e.
Logo, )
(Ve +12)" = [yt) + (e = m))°

e portanto, z(t)? + h% = y(t)2 +2(e — h)y(t) + (e — h)?; que derivando resulta
20(t)e (1) = 29(1)y/ (1) + 2e — )y (1): donde,

xr' =ly+ (e—h)y = Va2 +h2y .

A expressao pedida é (x) xz’ = Va2 4+ h2y', onde 2’ e y' sdo as velocidades.

Extra Continuemos o exercicio anterior. Sendo 6bvio que y é uma fun¢éo de x, determinemo-

la utilizando a notagao de Leibnitz. Reescrevendo (*) como

dzx dy
&b 2 229
Tt v th dt’

dy
temos ——£=— = 4. Pela regra da cadeia e consequente féormula para a derivada da
Vz2+h2 % g ) q P
J .
funcéo inversa sabemos que % = %j—i = %ﬁ = 4. Assim, temos
dt dt
dy T 1
A (:c2 + h2) 2.

de /x2+h2:x

A determinacio de uma funcao y = y(x) tal que (xx) /(z) = z(22 + h2)~2 pode ser
feita diretamente pois y(z) = (2% + h?)? é uma tal funcio (verifique) e a solucio geral de
() 6 :

y(z) = (2> + h®)? +C ,C €R,

Uma possivel interpretacao do problema é o de uma corda de comprimento e, com ex-
tremidades P e @, passando por uma polia em R a altura h do solo, sendo a corda movida
ao longo do solo (eixo x) para movimentar um objeto preso & extremidade Q.

Com tal interpretagao temos as condigoes de existéncia :

(i) quando o peso estd no solo, P = (0,0) temos = /(e — h)2 — h?, e

(ii) quando o peso estd na posicao R temos x = v/eZ — h2.

O domfnio de y = y(z) é dado por /(e — h)2 — h% < x < VeZ — h? e portanto, para esta
interpretagao, devemos ter e — h > h, isto é, e > 2h.

Determinacao da constante C: por (ii) devemos ter y(v/e2 — h2) = h, logo,
h=y(z)=((e2—h2)+h2)2+C=e+C eassim,h=e+Ce

y(@)=vVa2+h?2+(h—e).



Observe que se © = /(e — h)?2 — h? entdo y(z) = 0.

Abandonando a interpretagao fisica, estendemos a solugao apresentada a uma geométrica:

y(z)=va?+h? + (h—e), Ve el= [—\/eQ—hQ,—i-\/e?—h?] .

Determinagao das funcgoes x e y: devido a expressdo y = y(z) utilizamos z(6) = htgf
para x = x(f). Substituindo esta na férmula para y encontramos
y(0) = /h?tg?(0) + h2 + (h — e) = \/h2(1 + tg%0) + (h — e) = h[|sech| + (h — €)].

Portanto temos, notando que - {|secf|} = |sech|tgo,

dx dy
— = hsec® — = hl|sech|tgl .
7 » g = Psectlty
Tais fungoes satisfazem a equagao acima encontrada: x‘;—g = v+ hQ%; pois,

% = h2tghsec’d e x4+ hQ% = (\/h2tg20 + h2)h|sech|tgh = htghsec?d.

Finalize explicitando o dominio comum de z = z(f) ey =y(f) M

Para Ty e Ty, retas tangentes aos gréaficos de y;(z) = az? e yo(x) = —2% + 1, respectiva-
mente, se interceptarem ortogonalmente em P = (p, q) é necessdrio que

(i) ¢ = y1(p) = ya(p), isto é, ap* = —p* + 1, ¢

(ii) mp,mp, = —1, onde my, é o coeficiente angular de T;.

Da condigdo (ii) temos 2ap x (—2p) = —1 e portanto 4ap? = 1. Substituindo em (i) temos

1_ .2 5402 3 -1
1=-p°t+leentao: p°=5ea=5 N



