MAT 111 - CALCULO I - TAG
1° SEMESTRE de 2009

Professor Oswaldo Rio Branco
TEOREMAS SOBRE LIMITES E CONTINUIDADE DE FUNCOES

E intuitivo que para analisarmos uma funcao f numa vizinhanga de um ponto p nao é
necessario que p pertenga ao dominio de f mas sim que préximo a p existam infinitos pontos

do dominio da fungao. Introduzimos entao a defini¢ao abaixo.

Def 1 Dado A C R, p € R é ponto de acumulacao de A (p ndo necessariamente em A)
se todo intervalo nao degenerado centrado em p, I = (p — d,p + 9), d > 0, contém algum ponto

de A, distinto de p. Isto é, para todo 6 > 0, (I — {p} )N A # 0.

Def 2 Se f: A — R é uma funcéo e p é um ponto de acumulacéo de A entdo lim f(xz) =L
T—p

se Ve > 0, existe § > 0 tal que : |f(x) —L| <ese0< |z —p|<Jexe A

Teorema 1 (Conservacao do Sinal) Seja f : A — R tal que %En fl&)=L#0.SeL >0,
existe um intervalo I = (p — d,p + d), § > 0, tal que % > f(z) > % i O0sexze(I—{p}HNA.

Obs: Temos, ¢ claro, um resultado andlogo se L < 0.

Prova:

Dado € = % > 0, pela definigdo de limite existe § > 0 tal que se x € (p — d,p+ ) — {p} e

z € Aentdo, |f(z) — L| < e= L. Logo, é facil ver, f(z) € (£,23£) ®

Teorema 2 (Propriedades) Seja p um ponto de acumulagdo de 4, f: A - Reg: A — R.

Se lim f(x) = Ly e lim g(z) = Ly entao,
z—p T—p

(a) i 1) + g(x) = Ly + Lo
(b) ilir;cf(x) =cLy, Ve eR.

(¢) lim f(xz)g(x) = LiLo.

T—p

(d) lim £65 = 22, se Ly #0

Prova:

(a) Dado € > 0, consideremos §. Existem 6; > 0 e 2 > 0 tais que

(0<|z—pl<drexeAd)=|f(z)—Li| <
(0<|z—pl<drexecA)=|g(z)— La| <

Nl o

Logo, se § = min(d1,d2) e 0 < |[x—p| < J, com = € A, entdo, pela desigualdade triangular,
((f+9)(@) = (L1+L2)| = [f(z) = L1+ g(x) = L2| < [f(z)—La|+]g(z)—L2| <5+5=¢



(b) O caso ¢ =0 é 6bvio. Se ¢ # 0, dado € > 0 consideremos € = 77+ Entao, existe 6 > 0

tal que se 0 < |z —p| < §, x € A, temos |f(x) — L1]| < € = 5 e, assim, |cf(z) —cLq| < e.

cf

(¢) Como lim g(z) = Lo, existe 53 > 0 tal que se 0 < |z — p| < &1, x € A, entdo
T—p
lg(x) — La| < 1; logo, |g(z)| = |g(x) — Lo + La| < |g(x) — La| + |L2| < 1+ |La|. Assim,

(1) O0<|z—pl<d(zed) =|gx)| <1+ |Lo .
Entao, dado € > 0, e para a fungao g considerando m, existe do > 0 tal que,

(2) 0<|z—p|[<d(zecA) =>|g(x)—L2\<m‘

Quanto & fungao f, para o valor de € acima seja 5 . Entao, existe d3 > 0 tal que,

e
[L2[+1)

(3) 0<le—pl < (2€4) = If@) = Lil < gy

Desta forma, escolhendo 6 = min(dy , d2 , d3), que é estritamente positivo, se 0 < |[x—p| < ¢

ex € A, (1)(2) e (3) estao satisfeitas e entdo,
[(f9)(x) = L1La| = [[f (z) = La]g(@) +[g(x) = Lo] L1 | < |[ f(z) = L1]g(2)|+|[g(x) — L2 | L] <

< |f(2) = Lallg(@) + lg(x) — La| [La] ;

mas,

{ |f(x) = Ll lg(2)] < sy (1+L2f) =5
lg(x) = Lo| L1 < srpmylal < 55

donde, [(fg)(z) — LiLs| < §+§=¢e

F@) _ p(p) L ¢ sufici im s = 7
(d) Escrevendo 75 = f (%) 575, por (c) vemos que é suficiente mostrarmos ;13; 5 = Ta-

Notemos que existe d; > 0 tal que se 0 < |z —p| < §; entdo |g(z) — La| < [Z2] ¢ portanto,

2
L . L .
|La| = |La — g()] + lg(z)] < 2L + |g(2)] e, assim, |g(z)| > 22l on, ainda, Ly < 2.
€lLs|?

Dado entdo € > 0 consideremos ==*-. Como lim g(z) = Lo, existe d > 0 tal que
T—p

2
se 0 < |z —p| < b2, x € A, entdo |g(x) — Lo| < GIL;‘ e, consequentemente, para

0<|z—p| <d=min(d,0d),x € A, temos,

1 1 x)—L 1 1 ello]? 2 1
= |g( ) 2| — |g($)—L2| | 2‘
g(x) Lo lg(z)| | L]

()] [Le| 2 |Lof [Lo|




Corolério 1 Para todo polinémio p = p(z) e para todo o € R temos lim p(x) = p(zo).

T—x0

Prova:

Basta notarmos que lim x = xp e que um polindmio é uma soma de parcelas da forma
0

r—x
a;z", a; € R, e ' = x....x é o produto do monémio x i-vezes e que, pelas propriedades
. . ; i - -
acima, lim a;z" = a;z, e entdo, se p(z) = apz™ + ...a1z + ag entdo,

T—x0

lim (apa"+....+a12+ag) = lim apa™ +....+ lim ag = apxf +.... + arxo+ag = p(zo) W

T—x0 T—x0 T—xo

Corolario 2 Para toda funcao racional R(z) = %, p e q polindmios, se xg nao é raiz

de g = q(m) entao wli_{go % = {;Eiﬁg

Prova:

Segue do coroldrio 1 e do teorema 2(d) W

Teorema 3 (Do Confronto) Sejam f, g e h trés fungoes, a valores reais, definidas em

A C R. Suponhamos que p é um ponto de acumulacdo de A e que exista § > 0 tal que,
9(z) < f(z) < h(x), sexe(p—0,p+d)—{p} e,z e€A.

Entao, se lim g(x) = lim h(z) = L, segue que lim f(z) = L.
T—p

Tr—p T—Dp
Prova:
Dado € > 0 existem, respectivamente, para g e h, 91 > 0 e do > 0 tais que,

(0<|z—pl<bexecA)=|g(z)—L|<e
(0<|z—pl<drexcA)=|h(z)—L|<e.

Logo, se 6 = min(d1,d2) >0e 0 < |z —p| < J e, ainda, z € A, temos que g(z) e h(x)
pertencem ao intervalo (L — €, L + €) e, portanto, como f(x) estd entre g(z) e h(z), f(x)

também pertence ao mesmo intervalo W

Teorema 4 (Limite da Funcao Composta) Sejam f: X — Y e g: Y — R tais que,

Ili)nllo f(.’L') =1%o,
lim g(y) =L,
Y—Yo

existe r > 0 tal que f(z) # yo se x € (xg —ryxog + 1) — {x0} .

Entao,
lim g(f(z)) = lim g(y) =L .

Tr—x0 Y—Yo



Prova:

Como lim ¢(y) = L, dado € > 0, existe d; > 0 tal que:
Y—Yo

(1) 0<ly—wl<dieyeY = |gly)—L[<e.

Como lim f(x) = yo, para o 0; acima existe dy > 0 tal que,

T—T0

(2) O<|z—z0l<doe ze€X = |f(z)—yol < .
Tomando-se § = min(ds, ), por (2) e pela terceira condi¢ao nas hipéteses segue que
B) O<|z—zol<dezeX = 0<|f(x)—yol <d1.
Combinando (3) e (1), nesta ordem, temos entao,
O<|z—axo|<dexeX = |g(f(x))—L|<e

Logo, lim g(f(z))=L= lim g(y) W

Tr—xTg Y—Yo

Def f: X — R é continua em zy € X, x¢p um ponto de acumulacao de X, se,

lim f(x) = f(zo) -

Tr—T0

Obs Se xp € X nao é ponto de acumulacao de X, zy é dito um ponto isolado de X.

Toda funcao é declarada continua em seus pontos isolados.

Proposigao 1 Os polinémios e as fungdes racionais sdo fungoes continuas em seu dominio.
Prova:

Segue da defini¢cao de continuidade e dos corolarios 1e2 W

Teorema 5 Sejam [ : X - Y eg:Y — Rtaisque, lim f(z) =yoe gé continua em z .
T—T,
Entao,
lim g(f(z)) = lim g(y) = g(yo) -
T—xg Y—Yo

Prova:

Como g é continua em z(, dado € > 0, existe J; > 0 tal que,

ly =yl <01 = [g(y) —g(yo)| <e.
Como lim f(x) = yo, para o d; acima existe § > 0 tal que,
T—xT(
0< |I*SCO| <§ = |f($)*yo| <(51 .

Combinando as duas afirmagoes acima temos,

0<l|z—mz| <0 = [9(f(z)) —g(yo)| <e W



Corolario 3 Sejam f: X — Y eg:Y — R tais que f é continua em zg e g é continua

em yo = f(zo). Entao, (go f)(x) = g(f(z)) é continua em x.
Prova
Segue imediatamente do teorema 5 W

Coroldrio 4 Se f: X - Re g: X — R s@o continuas em p € X entdo, f + g, f.g e cf
(c € R), sao continuas em p. Ainda mais, se g(p) # 0 entdo g, definida no conjunto em

que g nao se anula, também é continua em p.

Verificagao: Consequéncia imediata das propriedades dos limites W

APLICACOES

. (1° Limite Fundamental) lim 2% — 1,
6—0 0
Verificagao: Feita em aula.

lim (14 1) =e.

z—+o0

Verificagao: Feita em aula.

. (2° Limite fundamental) lin%] =l -1,
T—

Verificagdo: Mudando & varidvel h = e* — 1, h — 0, obtemos e* = h+ 1,z =In(h+ 1) e,
ee—1 _ h 1 1

¢ In(h+1)  fhn(h+1) In(h+1)%
Para y = % temos, y — +oo segundo h tende a zero pela direita ou esquerda e,

e’ —1 1

v (Lt )y’

mas, por 2, acima, liI:E (1+ %)y = e e, assumindo que a fungao exponencial é continua
Y— o0 ©

(e portanto, sua inversa, a fungao logaritmo também),

1
lim In(1+-)Y =lne=1,

y—Foo Yy
e assim, _— .
lim S~ = lim In(1+-)Y=1.
x—0 €T y—Foo Y

. f(z) = senz, x € R é continua.

Verificagao: Pelas férmulas de prostiferese, senx — senp = 2senz2 cos xQﬂ Assim,

como |cos(z)| < 1, Vz, e, como j& vimos na demonstracdo do 1° limite fundamental,

|sen x| < |x|, Va, segue que,

0< |senz — senp]| :2|senx;p Cosx;rp| §2|x;p|:|x—p|.

Logo, pelo teorema do confronto, lim |senx — senp| = 0 e, portanto, lim sen x = sen p.
r—p T—p



5. f(xz) = cosz, z € R é continua.

Verificagao: Pelas férmulas de prostéferese, cos z — cosp = f2sen(%) sen(*52). Assim,

como |senzx | < 1, Vz, e ainda, |senx | < |z|, Vz, segue que,

Ry ] < olz =1l iy

0 < - <2
< |cosz —cosp| < 2|sen 5 5| < )

x—pl|.
Logo, analogamente ao exemplo 4, lim cosx = cos p.
T—p

6. Se a >0, f(x) = a” é continua.

zlna

Verificacdo: Temos, f(x) = a® = e = (g o h)(z), como h(z) = zlna e g(y) = €Y.

Portanto, como g e hsao fungoes continuas, pelo corolario 3, f = goh é também continua.

7. f(z) = Yx,x > 0 é continua.
Verificagao: Mostremos que lim {/z = {/p. Suponhamos, inicialmente, p > 0.
T—p

Como a™ —b" = (a—b)(a" '+ ..+ a" 7 + ..+ 0", se a= YT e b= {/p, temos,
r—p= ¥z — p)| Va1 4 .. 4 Van—1=i/pi+ ..+ Vpr—1] .

Assim, se 0 <1 < L e |z —p| < = & entdo, é ficil ver, z > L e

[ Van—l4. +Van-1=iy/pit  +/pr1] > (12—))”;1+...+(]3)”717““%+...+(2)"51 = n(By

2 2

n—1

n p
e —pl > |5~ ypln(d)=,

e, portanto, | {/z — ¢/p| < —L— |z —p|.

n(%)

n—1

Consequentemente, dado € > 0, considerando ¢ = min (51 cen(f) = > temos,

1 1
|»’U—p|<5:>|(‘f—?/ﬁ\<ﬁ|$—p|< PR
n(i) B n(g)

L lim {/z = o/p, s .

ogo, lim {/x = {/p, sep >0
Sep=0,dado e > 0sejad =€ Se0 <z < dtemos 0 < {/z < V5 = € e, assim,
lim /z =0.
x—0

8. flx) = x%, com p, g € Z, mdc(p,q) =1, é continua em (0, +00).
Verificagao: Temos f(z) = (g o h)(z), com h(x) = Vx e g(y) = yP, que sdo continuas em
(0, +00), pelo exemplo 7 e pela proposicao 1, respectivamente. Logo, como composi¢ao
de fungoes continuas é também uma funcao continua, f é continua.

9. As fungbes trigonométricas tan x, cot x, sec z, cossecx sdo continuas em seus dominios.

Verificagao: Consequéncia imediata dos exemplos 4 e 5 e do corolério 4.



