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Como por vezes é 1til mudarmos de coordenadas para melhor resolvermos um
problema, vejamos um método eficaz para efetuarmos uma mudanca de coorde-

nadas.

Suponhamos dados em V? um vetor 7 e duas bases ordenadas

— > —
E:(€—1>,€—2>,6—3>) e F:(f17f27f3)‘

Mostremos como conhecendo as coordenadas do vetor ¥ em relacao a base

(ordenada) E podemos obter as coordenadas do vetor 7 em relacao a base (or-

denada) F.

Suponhamos conhecidas as coordenadas do vetor o em relacao a base F' e

que elas sao, ordenadamente, ¥y, ,y2 € y3. Escrevemos entao,

— — —
(1) v = nfi+yafot+uysfs = Wi, v2,y3)F .

Determinemos x1, 2, e x3, ordenadamente, as coordenadas de 7 em relacao a
base E. Isto é,

(2) 7 = $1€_1> + 1}26_2) +£L’3€_3) = (ml ) 7$3)E :

Para tal, escrevamos os vetores de F' em termos da base E:

i — — —
fi =anef +axnes +ases
ri — — —
fo = ainef + axes + asges

i — — —
f3 = aizei + agzes + aszes .
Substituindo f;, fo e f3, descritos acima, na identidade (1) encontramos

v = yl(a11€_1> +anes + 0316_3>) + yz(a12€_1> +ampes + 0326_?,))
+ y3(a13€_1> + axes + CL33€_3>)
= (1011 + Yoa12 + y36l13)€_1> + (y1a91 + Yoa22 + ?J3Cl23)€_2>
+ (y1az1 + Yoaz + yY3as3)e3.

1



Como os coeficientes de ¥ em relagdo & base E sdo tinicos, por (2) temos

T1 = anyr + a2ys + a13ys3
(3) Ty = G21Y1 + Q22Y2 + A23Y3
T3 = az1y1 + az2y2 + azzys .

Adotando entao a notagao matricial introduzimos,

Notagao. Identificamos a sequéncia (ordenada), z; 2, x3, das coordenadas de

um vetor ' em V3, em relagio 4 uma base F, com matrizes-colunas em Ms, 1 (R):

L1
(331,5172,353)15 = T2 - [7]13
x
3 1p
sendo que o sub-indice E indica a base e pode ser omitido se esta é subentendida.

Com tal notagao, passamos a escrever o sistema (3), que relaciona as coorde-

nadas de ¥ em relacao as bases F e F', através da equagao matricial

T1 @11 Q12 Qi3 Y1
T2 = 21 Q22 Q23 Y2 )
x a a a

3 ] g 31 32 (33 Y3 P

Definicao. A matriz de mudanca da base F' para a base FE é a matriz

a11 a2 i3
F
[[ ]E = Q21 QA22 (23

Qa Qa Qa
31 32 33 3%3

O simbolo I entre colchetes em [/ ]g refere-se a aplicagao identidade pelos

motivos que expomos a seguir.

e Se ' = F, amatriz de mudanca de base da base F para a base E é a matriz

identidade.

e Em cursos de Algebra Linecar (e as vezes em cursos de Célculo) é mostrado
que a matriz [ 1|5 é a matriz associada & aplicago identidade I : V3 —s V3
(a qual é um exemplo de transformagao linear) se no dominio adotamos o
sistema de coordenadas proporcionado pela base F' e no contradominio o

sistema de coordenadas dado pela base E.



Formula. Temos entao, devido as notagoes e comentarios acima, as identidades

ou, simplesmente,

Observacao. A férmula acima fornece um mnemonico. Basta cancelar F
(em diagonal) no lado direito da equacao acima para obtermos as coordenadas
de ¥ na base E.

Desta forma, com tal notacao, observemos que as entradas nas primeira, se-
gunda e terceira colunas da matriz de mudanca da base F' para a base E sao,
respectivamente, as coordenadas dos vetores ﬁ, 72) e 73)

Esquematicamente, e abusando da notacao, temos

1 0 0
— — —
il =101, fol = |1 e fs| = ,
F F F
0 0 1
e que
a11 ail aiz Aais 1 a2 11 daiz2 A3 0
as; | = | a1 aze ass 0] e Qe | = | Q21 G2 Q23 1],
a31 a31 Q32 as3 0 32 a31 Q32 as3 0

. . F
e analogamente para o vetor terceira coluna da matriz de mudanca [ I ]5.

Proposicao 1. Se M = [I]% entdo det(M) # 0.

Prova.

Mantendo a notacao acima, temos que se

a11y1 + a2y2 + a1zys = 0
a21Y1 + a22Ys + ag3ys =0
as1y1 + azay2 + azsys = 0,



entao pelo sistema (3), vide pagina 2, temos ;1 = x5 = x3 = 0 e portanto
[ ] =(0,0,0).
_>
Logo, obtemos T =0e consequentemente

(y17y27y3) = [7]F = (07070)F&

N . e )
Proposigao 2. Sejam E = (6_1>,€—2>,€—3>), F= (f17f27f3) eG = (g_1>79—2>7%>) tres
bases. Consideremos [I]%, a matriz de mudanga da base F para a base E, [I|%,

a matriz de mudanca da base G para a base F e [I|%, a matriz de mudanca da

base G para a base E. Entao temos

Prova.

Consideremos gi = (1,0,0)¢. Aplicando a Férmula 2 duas vezes obtemos,

1
(g5 | 0| = U Uz [glle = [z [6r = [9]s.
0

A expressao mais a esquerda na identidade acima é a primeira coluna da
: F G - C e o
matriz produto [I], [I]; e a expressao mais a direita é a primeira coluna
. el - .
da matriz [I];. Entdo, considerando analogamente os vetores g_2> e g_3>

concluimos que estas duas matrizes sao iguais de

Corolario 3. Dadas duas bases E e F' de V3 temos,

Prova.

Supondo GG = F na Proposicao 4 temos

com I a matriz identidade. Analogamente segue
T =[ =1

Logo, as matrizes [ ]% e [I]% sdo inversas uma da outra &



ROTACOES EM R2

Na figura abaixo esbocamos a mudanca de coordenadas no plano cartesiano
efetuada ao girarmos os eixos tradicionais Oz e Oy no sentido anti-horario de um

angulo 6 rad., com 0 < 6 < 2.

y
v
P =(z,y) = (u,v)
AN
Sk u
9 o
O R Q X

Figura 1: Rotagao de Eixos
Nao é dificil ver que dado um ponto P a relagdo entre as coordenadas (z,y)
no sistema de coordenadas Ozy e suas novas coordenadas (u,v) no novo sistema

de coordenadas Ouv é dada pelo sistema (com as equagdes de rotagoes de eixos)

z=wucosd —wvsinf
y =usinf +vcosf .

Em notacao matricial escrevemos,
x cosf —sinf u
[y]:[siDQ cos@][v]'
Também ¢é usual escrevermos
(x,y) = (ucosf —vsinf,usinf + v cosh).
Consideremos a base canonica de R?, definida por
C={e=(10), e =(0,1)},

e também a base B = {71> = (cos @, sin 0) ,Tg = (—sinf,cosf)}. Entdo temos

[0059 —sin@] _ [I]g.

sin 6 cos



INTERPRETACOES PARA UM PRODUTO MATRICIAL

Consideremos o produto matricial

T aip G2 Qi3 n
Lo = 21 Q22 Q23 Y2
Zs3 a31 dz2 G33 Y3

Chamemos as trés matrizes acima de X, M e Y, segundo a ordem de surgimento.

Por defini¢ao de produto de matrizes encontramos

T ailr G2 Q13 n a11y1 + a12Y2 + a13Y3
Ta = Qo1 Q22 (A923 Y2 = a21Y1 + a2Y2 + a23Y3
x3 a31 dasz2 G33 Y3 a31y1 + a32y2 + assys

E facil ver que

e 1, é obtido multiplicando ordenadamente as trés entradas da primeira linha
da matriz M pelas trés entradas da matriz coluna Y e entao somando os

resultados.

e 1, é obtido multiplicando ordenadamente as trés entradas da segunda linha

de M pelas trés entradas da matriz coluna Y e entao somando os resultados.

e 13 é obtido multiplicando ordenadamente as trés entradas da terceira linha

de M pelas trés entradas de Y e entao somando os resultados.

Primeira Interpretacdo. Dizemos que z1, x5 e x3 sao, respectivamente, os “ pro-
dutos escalares” da primeira linha , segunda linha e terceira linha da matriz
quadrada M pela matriz-coluna Y .

Por outra perspectiva, também é facil ver que

1 a11y1 + a2y2 + a13ys3 a1 ai2 ai3
Ty | = | ay1 + QY +asys | = Y1 | ax | T Y2 | ax | T Y3 | ass
X3 az31y1 + az2y2 + assys a31 a32 a33

Segunda Interpretacdo (uma Proposicdo). O vetor-coluna X é a combinagao linear
dos trés vetores-coluna da matriz M, naturalmente ordenados, cujos coeficientes
sao dados pelas entradas, usualmente ordenadas (“de cima para baixo”), do vetor-

coluna Y.



EXERCICIOS RESOLVIDOS

- = =
1. Considerando as bases E = (e{,e5,e3) e F = (f1, fa, f3), ache a matriz

de mudanca da base F' para F sabendo que

G
f1=€1 — €3
_>

h=¢

%
f3=€_2>+6_3>-

Solucao.

A matriz de mudanga [ [ ]g, da base I para a base E, é tal que suas

colunas, primeira, segunda e terceira, correspondem as coordenadas de
- = = R ,
fi, fo e f3 em relagao a base E, respectivamente. Logo,

100

F

IE =1-101|&
0 1

2. Sendo E e F como no Exercicio Resolvido 1 acima, e sendo
- = —
Vo= (L-13)r = fi = f2 + 3f3.

ache as coordenadas de ¥/ em relacao a base E.

Solucao.
Temos,
10 1 1
(Ve = U [V]p = | =1 0 “1| = ]2
0 1 3 2



Observacao. No Exercicio 2 acima notemos que

1 1 0
2 =11 -1 -1 + 3 ;
0 1

em concordancia com a Segunda Interpretagdo, a pagina 6.

3. Amatrizdemudan(;adabaseF:(ﬁ,fg},z) paraabaseE:(?l,e_g,e_g))
é
1 0 1
(71 =101 o
1 0 -1

Exprima os elementos de F' em termos da base E.
Solucgao.

Repetindo a argumentacgao no Exercicio Resolvido 1, temos que a ma-
. F ,

triz de mudanca [ I |, da base F' para a base E, ¢ tal que suas colunas,
e : . - -

primeira, segunda e terceira, correspondem as coordenadas de fi , fo

% ~ R .
e f3 em relagao a base F, respectivamente. Donde segue,

_>
fl:ff_f—i‘e_?,>
%

fo=7¢

_>

fs=e1 — e &

4. Ache a matriz de mudanca da base F para a base F' no caso do Exercicio

Resolvido 1. Exprima os vetores e_f, e e 6_3) segundo a base F'.

Solucao (a mais simples neste particular exercicio simples).

E 6bvio que temos
= _ 7
€3 = fQ .

E muito facil ver que,

ﬁ
fi + f3 26_1>+63-



Combinando as duas equacoes acima segue
e =
el = fi — fo + f3.

%
Por fim, da primeira identidade acima obtida € = fo e da identidade

dada
h=a+a
obtemos
@ =—Dh+h

Portanto, a matriz de mudanca da base E para a base F' é

1 00
(112 = | -1 -1 1 |&
1 10

- = =
5. Sejam E = (ef,e5,e5), F = (f1, f, fs) e G = (4], g5, g5) trés bases tais

que

— —
ad=f+ 2 7 =c — 28
— —
(1) a=fH — fs (IT) GB=c + &
— —
€_3>=f2+f3 E,):e_g—e_g.

Determine as matrizes de mudancga de

(i) E para F (ii) G para E (ili) G para F
(iv) F para E (v) E para G (vi) F para G .
Solucao.

(i) E claro que

1 10
[Ilg=|2 o0
0 -1 1
(ii) E claro que
1 1 0
(1%=1-20 1
01 -1



(iii) Pela Proposicao 2 e pelos itens (i) e (ii) temos,

1 10 11 0
= 0 1 -2 0 1
0 -1 1 01 -1
-1 1 1
= 2 3 -1
2 1 =2

(iv) Pelo Corolério 3 (vide pagina 4) segue

Computemos a matriz

Escrevendo a matriz [ [ ]ZIZZ e a matriz identidade lado a lado,

1 101100
01010/,
0 -1 1001

e realizando sucessivas operagoes elementares (vide abaixo a de-
finigdo) na matriz & esquerda até obtermos a matriz identidade, exe-
cutamos estas mesmas operagoes, e na mesma ordem, sobre a matriz

identidade a direita.

Ao obtermos, a esquerda, a matriz identidade de tamanho 3x3, obte-

N . . E
remos a direita a inversa da matriz [/ ].
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Operacoes elementares Sobre Matrizes

Operagoes elementares sobre as linhas (colunas) da matriz A.

e Troca de duas linhas (colunas).
e Multiplicagao de uma linha (coluna) por uma constante nao nula.
e Adicao a uma linha (coluna) de outra linha (coluna).

e Adicao a uma linha (coluna) de outra linha (coluna) ja multipli-

cada por uma constante.

Entao, como primeiro passo, na matriz a esquerda, multipliquemos
a primeira linha por —2 e somemos a segunda linha, e procedamos

analogamente com a matriz a direita. Obtemos,

1 10 1 00
0 -2 1 |-21
0 -1 1 0 01

Como segundo passo, multipliquemos as terceiras linhas por —1 e entao

somemo-las as segundas linhas:

1 10 10 0
0 -1 0|-21 -1
0 -1 1 0 0 1

Como terceiro passo e quarto passos, somemos as segundas linhas as
primeiras linhas e multipliquemos as segundas linhas por —1 e entao

somemo-las as terceiras linhas:
1 0 0 | —1 1 -1
0 -1 0 | =2 1 -1
0 1 2 -1 2

Como quinto passo, multipliquemos as segundas linhas por —1:

1 00 |-1 1 -1
0 1 0 2 -1 1
0 0 1 2 -1 2



Consequentemente temos

-1 1 -1

F
IE=1 2 -1 1
2 —1 2

Computemos ( (1S ) _1.

Escrevamos a matriz [ [ ]g e a matriz identidade lado a lado,

11 0100
-2 0 1 ]010
01 -1]1001

Entao, como primeiro passo, na matriz a esquerda, multipliquemos a
primeira linha por 2 e somemos a segunda linha, e procedamos analo-

gamente com a matriz a direita. Obtemos

11 01100
02 1 (210
01 -1 1001

Como segundo passo, somemos as terceiras linhas as segundas linhas:
11 01100

03 0211
01 -1 1001

Como terceiro passo, dividamos as segundas linhas por 3:

11 0 ]1 00
01 0

2
3 3
01 -1 |0

— Wl

Como quarto e quinto passo, multipliquemos as segundas linhas por —1

e somemo-las as primeiras e terceiras linhas das respectivas matrizes:

1 1 1
10 0} 3 -5 —3
2 1 1
o1 o] 2 1 I
2 1 2
00 -1]-3 -3 3
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(vi)

Como sexto e ultimo passo, multiplicamos as terceiras linhas por —1:

1 1 1
10 013 —3 —3
2 1 1
01 0|3 3 3
2 1 2
00 1 135 35 —3
Consequentemente temos,
1 _1 _1
3 3 3
E
e= |3 13
2 L _2
3 3 3
Pelo Corolario, temos
-1
F G
116 =(1117)

Computemos ( (1% ) _1.

Escrevamos a matriz [/ ]g e a matriz identidade lado a lado,

-11 1 ]100
23 -1 ]010/,
21 -21001

(Primeiro e segundo passos.) Multipliquemos as primeiras linhas por

2 e as somemos as segundas e terceiras linhas das respectivas matrizes:

-1 1 1100
0 5 1 210
0 3 0 2 01
(Terceiro passo.) Troquemos as segundas linhas com as terceiras li-
nhas:
-1 1 1100
03 0 2 01
0 5 1 210

(Quarto e quinto passos.) Multipliquemos as primeiras linhas por —1

1.
e as segundas por 3:

1 -1 =1 |10 0
0o 1 0| 20!
0 5 1| 210

13



(Sexto e sétimo passos.) Adicionemos as segundas linhas as primeiras
linhas e, multiplicando as segundas linhas por —5 adicionemo-as entao

as terceiras linhas:

1 1
10 -1|-Lto !
2 1
01 0] 20 1}
4 5
00 1|-%1 =32

(Oitavo passo.) Adicionemos as terceiras linhas as primeiras linhas:

100 |-31 —3
010 20 3
0 01 —% 1 —g
Consequentemente temos,
5 4
-3 1 —3
F
[ = % 0 %
4 5
-3 1 —3
- = =
6. Sejam E = (e_f, €, e_3>) e F'=(f1, fa, f3) bases tais que
_>
gzeﬁ — 3¢
f=¢¢ + ¢
_>
fa=e — 2.

Com W = 3¢; +4ej — e_3>, ache as coordenadas de @ em relacao a base F'.
Solucgao.

Necessitamos da matriz [ [ ]ﬁ, sendo que ¢é facilmente identificivel a matriz

10 1
Iy = | =3 1 —2
01 0

Procedendo analogamente ao Exercicio Resolvido 5 determinamos

—2 -1 1
(115 = 0 0 1
3 1 -1
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Assim, a resposta ao exercicio é

-2
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