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DUVIDAS

(4) (L1) (Parte do exercicio proposto) Num tridngulo A(ABC), seja X a intersecgao do

lado AB com a bissetriz interna do dngulo ACB.

(a) Moste que CA , CB g4 paralelo a CX.

— —
ICAl  licBll
— —

(b) Prove que ledl - IeBll
laxy (IBX]|

(¢) Exprima CX e X em funcao de A, CAe OB.
Resolugao:

(a) : Resolvida em sala de aula.

(b) e (c): Pelo ftem (a) temos que existe um niimero real A tal que

CX = \N—+—)=—CA+ —CB
IcAllleBl = llCA|l ICBI|

— —
—= ( CA CB ) A = A ==
Por outro lado, é 6bvio que
—_— — —
CX=CA + AX
e é claro que existe um nuimero real v tal que

AX =vAB = Z/(A—C)’+5§) - —vCA+vCB.

Substituindo na segunda equagao acima a primeira e a terceira equacoes obtemos,

.y Ch - CA + —vCA + OB,

ICAl [ez]

Donde segue,

A RN
(m—l +1/)CA + (m—V)CB = 0.

—_  —
Entéo, como C'A e C'A ndo tem mesma dire¢ao temos (j4 provamos em sala de aula)

— -1+v=0 e — -v =0
ICAl ICB|
Assim segue: v = =2 e entio =2 + =2 =1, donde —— + — = % e
e sl icAl  liesll lcAl  lesl
1
A=— 1
—— + —=
ICAll  [ICB

Isto é, A é o dobro da média harménica entre os nimeros reais ||CT)4H e ||5§||



—
Logo, o vetor C'X é dado por

— A = A == 1
CX=—CA+ —-CB, com A=———7—,
ICAl lCB|| o T eEl
mostrando uma das solicitagoes.
Notemos que podemos reescrever o numero real A como \ = w.
ICA|[+[ICB|
Ainda mais, como a constante real v é dada por
— — —
B S e 1 S (o7 |
— — — — — —
ICBIl [ICA +lcBl[ [ICBl  [[CA]l +[ICB
—
segue que o médulo do vetor AX é dado por
ICA|l- 4B
N N .
[AX]] = v[|AB]| = ————-,
ICA[ +[|[CB]
donde segue,
— — ——
ICAl _ lICAll + ICB|
— — .
| AX]] | AB|
Agora, notando que
ICA ICB| ICB|
— —
1 v 1 — e — — € ﬁ = ||CA|| + ||CB||
ICA[ +[ICBl  [[CA] + |CB]|
temos que
ICBI _ ICBI  _ GBI _ GBI _ |CAl + ICBI
IBX|| [[AB]| - [[AX]  [|AB|| - v[|AB[|  (1-v)-||AB]| IAB|

e provamos que (observemos que o resultado que segue é muito mais forte que O
Teorema da Bissetriz Interna em Geometria Euclidiana)

ICA|l _ ICAl +ICB| _ |ICB]
[AX] [AB] 1BXI|

Finalmente, o ponto X nés podemos escrever como

A CT>4+ A Eﬁ,com A= ——7—

X = C+CX = A+AC+CX = A-CA+—= .
ICAl ICB| cal " IcEl

Por favor, completem os detalhes que considerarem necesséarios desta demonstragao.



(5) (L2) Consideremos os angulos a = CAB, = ABC e v = BCA. Supondo « e 3 nao retos,

utilizemos as relagoes (faga uma figura)
—_— —
h=]|AX|| tana = ||[BX]| tang .
Destaquemos a equacao
— — —
(1) CX = CA+ AX .

Suponhamos a e § agudos. Logo, tana > 0 e tan8 > 0. Ainda, a altura CX esta
contida no interior do triangulo A(ABC) e o ponto X pertence ao lado AB, que é oposto

ao vértice C.

. - ey . ~ . - ~
Assim, AX e X B tem mesma diregao e sentido que AB. Segue entdo que

(tana)ﬁ = (tanﬂ))_(—é .

Multiplicando por tan 5 a identidade
_— — —
AB=AX+XB
obtemos
— — — — — —
(tan 8)AB = (tan 8)AX + (tan 8) X B = (tan 8)AX + (tana) AX = (tana + tan ) AX.

Obtemos entao a segunda equacao:

(2) Ix._ anf o2

tan o + tan 8

Substituindo (2) em (1) encontramos,

CX =CA+ —28 AR - CA + a8 __(AC+CB)

tana + tan tana + tanf

=t tan 3 A tan 3 =D
= CA + tan a+tan 3 AC + tan a+tan 3 CB
_ =~ tan 3 ~ tan 3 =5
=CA - tan a+tan 38 cA + tan a+tan 3 ¢B

wns VEA o s T

= ( 1- tan a+tan 8 tan a+tan 3

Atendemos assim uma das solicitagoes. Atendendo a mais uma temos,

X:A+A_C)’+C—)X:A—CT)4+C—)X

t — t —
o tanf mm, B 5
tan a + tan g tan a + tan 8

O caso em que ou « ou 3 é obtuso é deixado ao leitor m



(19) (L1) Claramente temos: X € AB < X = A+ tZE, com 0 <t <1. Iniciemos a prova.
(=) Suponhamos X = A + tZE), com 0 <t <1. Entdo temos AX =tAB e assim,

X —C+@?:C+(T4+ﬁ

:C’+CT/)1+tZl—3>:C+CT/)1+tA—C>‘+t5]_3)

C + (1-t)CA + tCB .
Portanto,
— — —
CX = (1-t)CA + tCB, coma=1-t>0,8=t>0 e a+8=1.
— — —
<) Por hipétese: CX =aCA+BCB,com a>0,>0,ea+=1. Logo,a=1-Fe

X =C+C0X =C+ (1-8)CA + 3CB

C + CA - BCA + BCB

A+6A—C)’+55§

:A+6(A_C>+5§)

= A+ Bzg,com 0<p<l.

Donce, X e AB m



(20) (L1) Ceviana é o segmento de reta que, em um tridngulo, une um vértice de um tridngulo

ao lado oposto a tal vértice.

Em um tridngulo A(ABC), um ponto X é um ponto interior a A(ABC) se e s6 se

X =C + )\53_}, com 0<A<1, e
Y:A+VZ§7 com O<v<l.

Iniciemos a prova.
— —
(=) Como X é um ponto interior, utilizando a notagdo acima temos AY = vAB e assim,
—— — — — —
CY = CA + AY = CA + vAB .
. - . —_—> _—>
Do sistema e da equacao acima, obtemos X = C + ACA + AvAB. Donde segue,
CX = A\CA + )\V(A—C>'+5§)
—
que, pondo C'A em evidéncia, implica
— — —
CX = (A-w)CA + \WwCB;
é claro que 0 < \v < A < 1 e consequentemente

C'—)? = aCTZl + 555,
com

O<a=A-Jdv<l, 0<fB=Xdv<l e a + f =A<l (como desejdvamos).
(<) Por hipdtese temos CX =aCA+ BEE: com >0, 3>0e a+f<1. Consideremos
entdo o ponto Y ( o qual existe, justifique) tal que
© A+ S
a+f o+
Temos entao, CX =aCA+ 55§ = (a+ 6)5}_} )

Assim, introduzindo a notacao A = a + 3 obtemos

CB = OY .

— ——
X =C+CX =C + XY, com 0<A<l1
e finalmente, mostrando que Y esta no interior do intervalo AB,

Y:O+5)_} :C+La+i5§

:A+A—C>‘+LCT)4+L5§

—

_ B B
= A+ LAC + 208

= A+ a’%ﬂZE, com 0<-L-<1 m

a+f



(21) (L1) Como X pertence as retas CM e EI_D), existem numeros reais s e t tais que
(1) X =C+sCM =B + tBN .
Pelas hipdtese temos,
—_— 22— — 11—

Temos também as identidades abaixo,

C :A+A_C>
(3) B :A+ZI_§
CM = CA + AM

—— — —
BN = BA + AN .
Substituindo as equagdes em (2) e (3) na equagao (1) obtemos
— — 2— —_ — 1—
A+ AC + s(CA+§AB) = A+ AB + t(BA+ZAC).

Entao, cancelando o ponto A obtemos a equacao vetorial

t.— 2s —
(1_S_Z)AC = (1—€—t)AB,

—_—  ——
cuja solugao, ja que AC e AB nao tem mesma direcao, é obtida para s e t saisfazendo

s+t =1
: 9
o s = — e t = —
10 10
o4t =1
Consequentemente, obtemos
9 2— 1
X =A+ AC + —(-AC+=AB) = A+ —AB + —AC =
10 3 10



Exercicio 8 - Secgao 10.6, p. 691, livro Calculo, J. Stewart, 5 edigao.

Escreva a equagao polar da hipérbole com o foco na origem, excentricidade e = 3 e reta

diretriz
r = 6cossect .
Solugdo. Temos r = =%~ Logo, 1 = —%— e, como rsinf =y, temos entdo y = 6 = d é
sin @ rsin 0

a reta diretriz. Logo, podemos utilizar a forma polar (¢) de uma conica dada na pégina

689:
ed

r=—.
1+esinf

Assim, a resposta é:
18

"1 3smo



