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Justifique todas as passagens
Boa sorte!

1. Determine o lugar geométrico dos pontos equidistantes dos pontos
A=(1,1,1), B=(1,-1,-3) e C=(2,3,—4).

Solucao.

O conjunto dos pontos equidistantes aos pontos A e B é um plano. Vide figura.

Figura 1: O plano M esbocado é equidistante dos pontos A e B.

Mostraremos entao que o conjunto procurado é a intersecc¢ao de dois planos (nao
parelelos e nao coincidentes) e é portanto uma reta.

Seja X = (z,y,z) em E3 com X equidistante dos pontos 4, B e C. Segue
(2=1)*+(y—1)*+(2—1)* = (2—1)*+(y+1)*+(2+3)* = (z—2)*+(y—3)*+(2+4)*.
Logo,

—2r -2y —2z+3=-2x+2y+6z+11 = —4x — 6y + 8z + 29.
Segue

—2x —2y —22+3 =20+ 2y+ 62+ 11,
—2x+2y+6z+ 11 = —4x — 6y + 8z + 29.



Simplificando o sistema obtemos

4y + 8z = =8,
22x + 8y — 2z = 18.

Isto é,

y+ 2z = -2,
1Mz +4y — 2 =09.

Seja z = A. Temos entao

A—4(—2 =2\
X:(x,y,z):(9+ 1(1 ),—2—2)\,)\>.

Por fim, obtemos a reta

r: (z,y,2) = (%,—2,0) —l—)\(%,—Q,l), AeERS




2. Dadas as retas

r—2 y—3 1 x—06
T = =z— e s:
2 -1 >

=y—1=2-3,

determine se elas sao paralelas, concorrentes ou reversas. Se concorrentes, de-
termine o ponto de intersecao. Ainda, determine a distancia entre as retas.

Solucao.

Para determinar a posicao relativa e a distancia entre as retas r e s, consi-
deremos

P=(231)¢er, v =(2-11), Q=(6,1,3)€s, e v, =(511).

Seja @ = (4,—-2,2). Temos

4 -2 2
2 —1 1|=4(=2)—(=2)(=3)+2(7) = —14+ 14 = 0.
5 1 1

Logo, as retas r e s sao coplanares. Como os vetores T, e 72 sdo LI, segue

que as retas r e s sao concorrentes.
Determinemos a intersecgao r N s.

Um ponto genérico X = (z,y, z) pertencente a reta r satisfaz
(x,y,2) = (24 20,3 = A\, 14+ ).
Substituindo nas equagoes para s encontramos

24+2\-6

5 =3-A—-1=14+X-3.

Logo,

Resposta final.

r e s sado concorrentes e rNs={(6,1,3)} &

VIDE PROXIMA PAGINA



Atencao 1. Se o determinante acima fosse nao nulo, entao as retas r e s

seriam reversas e os vetores P@, vr e Up seriam LI

O determinante na pégina anterior é também igual ao produto misto (vide

PQ- (0 AT2) = [PQ, 7, 72).

-

figura abaixo)

Figura 2: Suponhamos que as retas r e s sao reversas. A distancia entre r e s é dada
por d = d(r;s) = |AB| = ||AB]|| e indicamos 7 = 0;. A 0.

A distancia procurada d (entre as retas supostamente reversas) é o compri-
mento da projecao do vetor ]@ na direcao do vetor @ = v, A T;. Assim,

w
d=|PQ —-|.
‘ﬁ IIWH‘

Subsitituindo 7 = v, A U encontramos

= o
d_l@-(ﬁAﬁl_‘[@Wm”s]
waAml  w AT

Observe que se aplicarmos tal férmula ao problema originalmente apresen-
tado (em que as retas sdo concorrentes), entao encontramos

d=0.

VIDE PROXIMA PAGINA



Atencao 2. Escrevamos Uy = o e U, = U e consideremos a figura abaixo.

[79.24]

Figura 3: A distancia entre as retas r e s, expressa geometricamente e algebricamente
em termos do produto misto [PQ, 4, 7] = PQ - (4 A7) .

Tal figura mostra que o produto misto (considerado no problema acima)

Pq. . 7|

representa (a menos de sinal) o volume do paralelepipedo com
drea de uma face dada por || A ||

e com altura d, relativa a esta face, satisfazendo a identidade
PQ, 7, 7| =dl A7l

Donde segue

(PQ. %, 7|

A E—
|

&



3. Determine as equagoes dos planos que sao paralelos ao plano
Trr+2y—2z=1

e que distam duas unidades dele.

Solucgao.

Figura 4: Os dois planos equidistantes de um plano 7. Todos paralelos.

A equacao geral dos planos paralelos a 7 é dada por
mqg: T+ 2y —22+4+d=0, onde d € R,

pois todos estes planos tem a diregdo do vetor normal (1,2, —2).

A distancia do plano m; ao plano 7 [indicada d(my; )] é dada pela distancia de
qualquer ponto Xy do plano w4 ao plano 7 [indicada d(Xg; 7)].

Seja entao Xo = (2o, Yo, 20) € mg. Por acima temos
d(mg;m) = d(Xo; ).
A distancia de Xy = (¢, Yo, 20) ao plano 7 é dada pela férmula

|$0+2y0—22’0—1| |I0+2y0—220—1|
d(Xo;m) = 5 5 5 .
V1s+22+2 3

Porém, como X € 7w, entao temos

To + 2’3/0 — 22’0 = —d.

Substiuindo na expressao para d(zg; ™) encontramos

—d—1] |d+1
d(XO;W):I g || ! |

Impomdo d = 2 obtemos |d + 1| =6 e entdo d =5 ou d = —7.

Finalmente, encontramos dois planos. A saber,

r4+2—2:45=0 e x4+2—2:-T=0h |




4. Determine a distancia do ponto P = (4, —1,2) a reta
r:x=1+t, y=3—-2t, 2=4—3t.
Solucgao.
Observemos que um ponto A de r e um vetor diretor de r sao dados por

A=(1,3,4) e w=(1,-2,-3).

Figura 5: A distancia d = d(P;r) do ponto P a reta r é a altura do paralelogramo de
area ||AP A i]| e comprimento da base ||]|.

Assim, a distancia d = d(P;r) do ponto P a reta r é dada por

AP A
(o4 .
Temos N
7 Y k
APAT =|3 —4 -2 |=(87,-2).
1 -2 -3

Temos também
AP AP =117 e |72 = 14.

Donde segue

"
2
1
26
3o




5. Classifique a seguinte quédrica no espago e esboce-a:

4y + 2% —x — 16y — 42420 = 0.
Solucgao.

Completando quadrados obtemos

[A(y —2)* —16] + [( — 2)* —4] — 2 — 20 = 0.

Logo,
T+ 98 =4(y—2)*+ (2 — 2)%
Escrevamos
O =(-98,2,2)
u=2x+98
v=y—2
w=z—2.

Entao, com esta translacdo obtemos no sistema O'uvw a equagao
U e w?
- =v"4+ =.
4 22

Logo, a quadrica (no espago) é um paraboldide eliptico. Vide figura abaixo.

> U

Figura 6: O paraboldide eliptico § = v + Gz



