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1. Prove que as medianas de um triangulo se encontram num mesmo ponto, o qual
divide cada uma na razao 2 : 1, a partir do vértice correspondente.

Solucao.

Sejam AABC um triangulo e os pontos médios M4, Mg e Mq dos lados
opostos aos vértices A, B e C, respectivamente. Vide figura.

B m, cC

Figura 1: O baricentro G do triangulo AABC.

Determinemos a interseccao da mediana r4 contendo o segmento AM 4 com
a mediana rg que contém o segmento BMpg. Temos,

ra: X=A+NAMy e rg:X =B+ uBMsp.

Resolvamos a equagao

B+ uBMp = A+ AAM, ou, melhor ainda, AB = A\AM, — uBMp.
Notemos que
M—ﬁ+%@:ﬁ+%(—ﬁ+@) e B—J\4§:—@+%@.
Segue
AB = 248 + Y40 + A - Lac

Logo,

(1—%—M)@+(g—%)@:ﬁ.



Como AB e AC sio Li, segue

1-2 =

Ap
2 2

Obtemos entao

Seja
2—— 2——
G:B+§BMB :A+§AMA.
Analogamente obtemos
2——
G=C+ gCM(j.

Isto mostra que as medianas se encontram em unico ponto, o baricentro G.
Temos ainda

- 2
4G = S |AM.

Logo, o ponto G divide cada uma das medianas na razao 2: 1 &



2. Sejam OABC um tetraedro e M o ponto médio do segmento BC'.
(a) Esboce o tetraedro e o ponto M.
(b) Explique porque (@i, OB , @) ¢ uma base (ordenada).
(c¢) Determine as cooordenadas de ADM nesta base (ordenada).

Solucao.

(a) Consideremos a representagdo geométrica

L

Figura 2: O tetraedro (regular ou nao) OABC e o ponto médio M do lado BC.

(b) Se a terna (ﬁ,@,@) nao formar uma base, entao (ﬁ,@,@)

nao é LI e portanto a terna é LD. Logo, estes trés vetores sao coplanares
e portanto os pontos O, A = O+O_fi, B = O—i—@ e C = O—i—Oﬁséo
coplanares, contra a hipétese de OABC' formar um tetraedro.

(c¢) Temos

AM = A0 + OM = —OA + OB + BM
:—@HO—E?JF%B?*
=—071+O_B>+%@+%OT”
:—(ﬁ+%O-B)+%O—&

As cooordenadas de ,W em relacao a base ordenada ((ﬁ, (TB> , @) Sa0




3. Suponha que

T+T+T =0, | =—= [TI=— e | =—
3 5

V2’ V3 V5
Calcule x, onde
T=T-T+W - W+7- 0.

Solucao.

Temos
0= (T+V+W) (¥+7V+W)

=U-U+T - THU- W+ C+V-T+T - W+0- T +W T +W-W
=ZIP+ 171+ @I +27 -7 +20 @ +27 - @
=%+%+%+2ﬁ-?+2ﬁ-@>+2ﬁ-@>,
Logo,
1 1 1

27-7+27.m>+27.w2_(§+§+5>:

15+10+6
30 '

Donde segue

T UAU WAV W =5




4. Ache os vetores T que satisfazem
TAT+E)=2T+7 -F) e |7 =5
Solucgao.

o Escrevamos @ =a i +bj +ck,com a,b e c reais. Temos

T 7w
o b ¢ |=27 427 -2F e 2+ +cE=
1 0 1

Logo,

Donde segue
b=2 c¢c=a+2 e d+b+F=8
Logo, 8 = a® + 4+ (a + 2)* = 2a® + 4a + 8 e portanto
20> +4a =2a(a+2) =0 eentdo a=0 ou a=—2.

Obtemos entao duas solugoes (correspondentes a a =0 e a a = —2)

?:2?+2? ou ?:—2_1')—#2?&

Ou, escrevendo de outra forma,

7 =1(0,2,2) ou @ =(-2,2,0)é




