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Suponhamos uma torneira aberta em um recipiente e com a velocidade de escoamento da
dgua (a vazdo, ou fluxo) variando com o tempo.

Conhecendo o fluxo em cada instante num periodo, digamos [0, 7], é razodvel que possamos
determinar a variacao da quantidade de dgua neste periodo.

Denotando por Q(t) a quantidade de dgua no recipiente no instante ¢ e introduzindo instantes
intermedidrios 0 = tg < ... < t; < ... < t, = T, a variagdo no perfodo [0,7] é a soma das

variagoes nos subintervalos temporais:
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A taxa de variagdo de Q = Q(t) em [t;_1,t;] é a vazdo num determinado instante ¢; € [t;—1, t;]

(vide teorema do valor médio e/ou sua interpretacao). Isto é, pondo At; =¢; —t;_1,
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Combinando (1) e (2) obtemos,
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Definimos entdo a integral de @’ [que notamos fo '(t)dt] como o limite dos somatdrios,
n
ZQ/(Ci)Ati , ¢; arbitrario em [t;_1,t;] ,

quando os comprimentos dos sub-intervalos tendem todos a zero. Assim, se tal limite existir, e

ele existe se @’ é continua, temos,

T
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Interpretagao: a variagao da quantidade de dgua € a integral do fluxo no periodo consi-
derado. Retornem a ela ao estudarem no Célculo IIT o Teorema da Divergéncia, ou de Gauss.
Notando que ) é uma primitiva de Q’ e trocando Q' por f é ficil ver que podemos reenunciar

o resultado acima como: dada f : [a,b] — R integrdvel e F' uma primitiva de f temos,

b
/ F@)de = F(b) — F(a) .

Os célculos acima constituem com um minimo de cuidados uma demonstracao do 1° Teorema

Fundamental do Célculo, como mostramos a seguir.



1° Teorema Fundamental do Cilculo: Seja f : [a,b] — R integrdvel e F : [a,b] — R

derivével e tal que F' = f. Entao,

Prova:

Por definigao,

n
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onde P = {zg =a <21 < 23 < ... < Typ_1 < z, = b} é uma particdo de [a,b], |P| =
max Az; = max{Azy,...,Az,} é a norma da parti¢gdo P, £ = {ci,.....c,} é uma escolha
1<i<n

arbitraria de pontos ¢; € [z;_1,2;], i = 1,...,n subordinada & particao P e

n
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é a soma de Riemann relativa a particao P e a escolha &.

Seja P ={xg=a<x; <23 < .... < Z,, = b} uma parti¢do qualquer de [a,b]. Temos,
F(b) - F(a) = [F(z1) — F(ao)] + [F(z2) — F(1)] + - [Fan) — F(n_1)

e, pelo TVM para Derivadas, existe ¢; € [z;—1, x;] tal que F(x;) — F(z;-1) = F'(¢;)Ax;. Logo,
como F’'(¢;) = f(¢;), a soma de Riemmann de f relativa & esta partigdo P e a esta particular
escolha €& = {c1, ¢, ...,cn} é

n n n

> fle)Azy =) Fl(ei)Az; =Y [Fa;) — Fai1)] = F(b) — F(a).
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Assim, para toda particdo P existe uma escolha & tal que o valor da soma de Riemann corres-
pondente é F'(b) — F'(a). Portanto, como existe o limite para escolhas arbitrarias subordinadas

a uma partigdo, tal limite é igual ao valor j& obtido: F(b) — F(a) W

Assumiremos neste texto o seguinte resultado,

Teorema: Se f : [a,b] — R é continua entdo f é integravel.
Prova: Vide H. L. Guidorizzi, Célculo 1, 5* ed., LTC Editora, pp 519-525 R

Passamos entao a provar o intuitivo e importante resultado,

Teorema: Seja f : [a,b] — R continua tal que f > 0 e f(xzp) > 0 para algum z¢ € [a,b]. Entéo,

/: F@)de >0,

Prova:

Suporemos zg € (a,b) pois a demonstragao é semelhante nos casos o = a e xg = b.



Figura 1: A integral de ¢, com f > ¢ > 0.

Por continuidade, existe um intervalo J = [zg — r, 29 + r] C (a,b) tal que

f(zo)
2

flz) > , Yo €lxog—r,x0+71].
Entao, a funcao ¢ : [a,b] — R (vide figura abaixo) definida por,
0, se x € [a,z9 — ] ou se x € [xg + r,b],
p(a) = § plag) = LG
linear sobre os segmentos [xg — 7, zg] € [xg + 7, D],

é continua, satisfaz f(x) > ¢(z),Vz € [a,b], e ainda,

/abf(fc)dIZ/ab ga(x)dx/JEw0+T¢(x)dxf(¢0)’“>0_ -
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1° TVM para Integrais: Seja f : [a,b] = R, f continua. Entao, existe ¢ € (a,b) tal que

b
[ f@da =00~ a).

Prova: Vide figura abaixo.

Figura 2: Tlustracao para o 1° TVM para Integrais para f continua e positiva .



Se f é constante é 6bvio que em qualquer ¢ em (a, b) a igualdade afirmada é satisfeita.

Se f néo é constante, sejam m = f(x1) e M = f(x2) o minimo e méximo de f, respectiva-
mente. Entdao, m < f(z) < M, Vx € [a,b], e existe xg € [a,b] tal que m < f(zo) < M, e como
f continua, obtemos fj[f(x) —m]dz >0e f;[M — f(z)] dz > 0. Logo,

b b b b
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e portanto, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ € (x1,x2) (ou (z2,21)) tal que

_ fab f(x)dx

fle) =2

Passamos entao a provar o,

2° Teorema Fundamental do Caélculo: Seja f : [a,b] — R continua. Entdo, estd bem

definida a fungdo F : [a,b] — R dada por

P = [ s

e ainda, F' é uma primitiva de f. Isto é, F' é derivivel e F'(z) = f(z),Vz € [a, b].
Prova:
Utilizando propriedades elementares de integrais e o TVM para integrais temos,
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F(z+h)— F(x)
h

para algum ¢ = ¢(h) entre x e x + h. Se h — 0, ¢ — x e devido a continuidade de f segue que

tim TEEZEE g f(eny) = f),

o que prova que F' é derivdvel e que I/ = f N

2° TVM para Integrais Sejam f, g : [a,b] = R, f e g continuas, com g >0 e f:g(x) dz > 0.

Entao, existe ¢ € (a,b) tal que

e [ = [ ot i

Prova:
Sejam m = f(x1) e M = f(x2) o minimo e méximo de f, respectivamente. Entao, Vz € [a, b]
temos m < f(z) < M e ainda, mg(z) < f(x)g(z) < Mg(x). Consideremos

L L@@ de
f: g(x)dx



Caso 1: Se m <y < M, pelo TVI existe ¢ € (x1,22) (ou (z2,21)) tal que f(c) = 1.

Caso 2: Se v = M entéo f;[M — f(2)]g(z) dx = 0 e portanto, como [M — f(z)]g(x) > 0,
temos [M — f(x)]g(z) = 0,Vx € [a,b], e como g ndo se anula em algum intervalo aberto J,
segue que f é entdo constante e igual a M em J e assim, todo ¢ em J satisfaz (**).

Caso 3: (y =m) Basta aplicar o Caso 2 ao par de fungdes —f eg W

Interpretacgao: Se f é continua, f assume a sua média ponderada por g > 0 se f: g(t)dt > 0.

Proposicao (Férmula da Integracdo por Partes na Integral Indefinida): Sejam f
e g derivaveis em (a,b). Entao, f'g admite primitiva em (a,b) se e s6 se f¢g’ também admite e,
neste caso,
[ 1@ @) iz = f@yg(@) - [ (e da
Prova:

Pela férmula (fg)' = f'g + f¢’ temos

fg' = (f9) —fg,

donde concluimos que ¥ é uma primitiva de f’g se e somente se fg — é uma primitiva de fg'.
Isto &, ¢' = flge (fg—¢) =fg W

Notagao: Usualmente lembramos da férmula de integracao por partes escrevendo,

/udv:uvf/vdu.

Proposicao (Férmula da Integracdo por Partes na Integral Definida): Sejam f e g

fungoes com derivadas continuas em [a, b]. Entao,

b b b
[ @@ da = (@@ - [ £g)do

Prova:

Pelo 1° Teorema Fundamental do Célculo temos,

b

/ (fg)' () dx = [f(2)g(x)]

a

Da férmula (fg) = f'g+ fg¢' a da linearidade da integral definida segue que,

/ab(fg)’(x) dz = /ab f'(@)g(x) dx+/abf(x)g’(x) dz .

Eliminando fab( fg)(x) dx das duas equagdes acima obtidas concluimos a tese W



Proposicao (Mudanca de Varidvel na Integral Indefinida): Seja I um intervalo e consi-

deremos f :z € I — f(z) € R. Suponhamos que ¢ :y € J— z = ¢(y) € I, J um intervalo, é

1

inversivel e derivdvel com inversa ¢! :z € I — y = ¢~ !(z) € J também derivivel. Se

/f(w(y)) ¢'(y)dy=F(y)+k,y€J ekfixoemR,

entao,
/f(m) dr = F((p_l(x)) + k.
Prova:

Aplicando a regra da cadeia, a hipétese sobre F' e novamente a regra da cadeia obtemos,

(Fop (@)= F'(o7 @) (¢~ (@) = £ (0671 @) ) - (672 @) - (07 () =

Teorema da Mudanga de Variavel: Seja f : I — R continua, I um intervalo e a e b
arbitrérios em I . Seja ¢ : [c,d] — I tal que ¢’ é continua e ¢(c) = a e p(d) = b. Entéo,
b d
/ f(z)dz =/ Flew)e'(y) dy -

Atencgao: Nao é necessério a < b.
Prova: Como f, ¢ e ¢’ sao continuas, as duas integrais definidas acima existem. Ainda, por

ser continua f admite uma primitiva F' e entao, pelo 1° Teorema Fundamental do Calculo,

b
/ f(x)dz = F(b) - Fla) .
Ainda mais, pela regra da cadeia temos

(Fo)(y)=F'(eW)¢'(y) = flew)e (v)

e entao, aplicando novamente o 1° TFC obtemos

d b
/ f(@(y))w’(y)dyZ(Fow)(d)—(Fow)(C)=F(b)—F(a)=/ f(z)de W



