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1. Introdugao.

Suponhamos uma torneira aberta em uma piscina e com a velocidade de es-
coamento da dgua (a vazao, ou fluxo) variando com o tempo.
Conhecendo o fluxo em cada instante num periodo, digamos [0, T, é razodvel

que possamos determinar a variacao da quantidade de agua neste periodo.
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Denotando por Q(t) a quantidade de 4gua no recipiente no instante ¢ e intro-
duzindo instantes intermedidrios 0 =ty < --- < t; < --- < t, =T, a variagao de

Q(t) no periodo [0, T] é a soma das variagoes nos subintervalos temporais. Assim,

[ti—ti—1]*

(1) QT =Q0) =Y [Q(t:) —Q(ti1)] = > _AQ

i=1
A taxa de variagdo de Q = Q(t) em [t;_1,t;] coincide com (vide teorema do
valor médio e/ou sua interpretacdo) a vazao (velocidade de escoamento) num

determinado instante ¢; € [t;_1,t;]. Isto é, pondo At; = t; — t;_; obtemos

A ti—1—t; i) T i— Yo
) Araced _ QW) = Q0] _ oy,
Combinando (1) e (2) encontramos
- A ti—ti1 " ) —
3) Q) - Qo) = Y2 St v - S A,
i=1 ! i=1

Definimos a integral da funcgao @’

{denotada / ' Q’(t)dt}
0

como o limite dos somatorios
n
ZQ’(ci)Ati , ¢; arbitrdrio em [t;_1, ],
i=1

quando os comprimentos dos sub-intervalos tendem todos a zero. Assim, se tal

limite existir, e ele existe se a funcao @)’ é continua, temos

QT) — Q(0) = / Q' (1)t &

Interpretacao. A variacao da quantidade de agua é a integral do fluxo no
periodo considerado.

Notando que ) é uma primitiva de @’ e trocando Q' por f é facil ver que
podemos reenunciar o resultado acima como: dada f : [a,b] — R integrével e F

uma primitiva de f temos,

/ f@)dz = F(b) — Fla)

Os célculos acima constituem com um minimo de cuidados uma demonstragao

do primeiro Teorema Fundamental do Calculo, como mostramos a seguir.



2. Definicao de Integral e Primeiro TFC.

Teorema (Primeiro Teorema Fundamental do Célculo). Consideremos

f :la,b] — R integrdavel e F' : [a,b] — R derivdvel e tais que F' = f. Entao,

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a) .
Prova.

Por defini¢ao do conceito integral, a fungao f é limitada e temos

/ Cfa)de = tm Y fle) A,
a =1

|P|—0

onde

P={rxp=a<x1 <29<:+<Tp_1 <x,=>b}éuma particao de [a,b],

|P| = max Az; = max{Ax,...,Az,} é a norma da parti¢do P,
1<i<n
E= {Cl,...,Cn}
é uma escolha arbitraria de pontos ¢; € [z;_1,x;], ¢ = 1,...,n subordinada

a particao P e
n
> fle)Ax;,
i=1
¢ a soma de Riemann relativa a particao P e a escolha &.

A seguir, seja
P={rxp=a<xi<19<-- <10 =b}
uma particao qualquer de [a,b]. Temos
F(b) = F(a) = [F(z1) = F(xo)] + [F(22) = F(x1)] + - + [F(2n) = F(zn1)]-
Pelo TVM para derivadas, existe ¢; € [x;_1, ;] tal que

F(ZL’Z> — F(ZL'Z'_1> = F,(Cl)AZL’z



Logo, como F'(¢;) = f(c¢i), a soma de Riemmann de f relativa a esta

partigdo P e a esta particular escolha €& = {¢1,¢a,...,¢,} é

Z fle)Ax; = Z F’(Ci)Axl-

= [F(z:) = F(zi-1)]
i=1
= F(b) — F(a).
Assim, para toda particao P existe uma escolha £ tal que o valor da soma
de Riemann correspondente é F'(b) — F'(a).
Portanto, como existe o limite para escolhas arbitrarias subordinadas a uma

particao, tal limite é igual ao valor ja obtido

F(b) — F(a) &

Assumiremos neste texto o seguinte resultado,

Teorema (Existéncia da integral para fungoes continuas). Consideremos

uma funcao f : [a,b] — R continua. Entao, f é integravel.

Prova. Vide
http://www.ime.usp.br/~oliveira/MAT103-FEA-SUPREM0-2015. pdf
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3. Positividade.

Teorema (Propriedade de Positividade). Seja f : [a,b] — R continua tal

que f >0 e f(xg) > 0 para algum ponto xq € |a,b]. Entao,
b
/ f(z)dx > 0.

Suporemos xy € (a,b) pois a prova é semelhante nos casos o = a e g = b.

Prova.

Por continuidade, existe um intervalo J = [zg — 7, 2o + 7] C (a,b) tal que
y

flzo)p------m-mmmmmmm--

a xy—r o x9g+T b X

Figura 1: A integral de ¢, com f > ¢ > 0.

para todo x € [zg — 1,z + 7]

fx) >

Entao, a funcao ¢ : [a,b] — R (vide figura acima) definida por

f(x0)
2

0, sex € [a,xg—r]ousex € [xg+r1,b],

p(x) = { ay) = L62 ¢

linear sobre os segmentos [xg — 7, zo] € [xg + 7, b],

é continua e satisfaz f(x) > ¢(x) para todo € [a,b]. Ainda mais,

/f dx>/ o(z) dx

To+T
= / o(x) dx

o—"T

_f(x20)r>0&




4. Primeiro TVM para Integrais e Segundo TFC.

Teorema (Primeiro TVM para Integrais). Seja f : [a,b] — R, f continua.

Entao, existe ¢ € (a,b) tal que

/ f(z)dz = F()(b— a).

Prova. Vide interpretacao geométrica abaixo.

Figura 2: Interpretacao geométrica ao Primeiro TVM para Integrais. A &area

abaixo do gréfico de f > 0 é igual a &rea do retangulo de base [a, b] e altura f(c).

Se f é constante é ébvio que qualquer ¢ em (a, b) satisfaz o desejado.

Se f nao é constante, sejam m = f(z1) e M = f(x3) o minimo e maximo
de f, respectivamente. Entao obtemos m < f(x) < M, para todo x € [a, b].
Pelo teorema do valor intermedidrio existe zo € [a,b] com m < f(z¢) < M.

Pela propriedade de positividade (para m — f e M — f) segue

/ab[f(:v) —mlde>0 e /ab[]\/[—f(a:)} dz > 0.

Logo,
/md:v</f dx</Md:xe m<fg <M.
—a
Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ no intervalo aberto de extre-
midades xq e x5 tal que

fa f(z)dx s

flo) =2



Interpretacao Aritmética para o Primeiro TVM para Integrais.

Dados n nimeros reais yi, Y, - - - , Yn, @ sua média aritmética (discreta) M é

TR TR

Analogamente, dada uma cole¢ao de ntimeros y = f(z), onde a < z < b,

interpretamos o nimero
b
[ f(x)dx
b—a
como a média aritmética dos valores f(z) [ou, média aritmética de f], obvi-

amente supondo a < b e que a integral existe.

Com tal interpretacao, o primeiro teorema do valor médio para integrais

mostra que dada f : [a,b] — R continua, entao existe ¢ € [a, b] tal que

f(c) = média aritmética de f.

Passamos entao a provar o segundo teorema fundamental do calculo.

Teorema (Segundo Teorema Fundamental do Célculo). Seja f : [a,b] — R

continua. Entao, estd bem definida a func¢ao F : [a,b] — R dada por

Fa) = [ faa
e ainda, F' é uma primitiva de f. Isto é, F' é derivavel e
F'(z) = f(x), para todo x € [a,].
Prova.

o Como f é integravel em [a,b], segue que f é integravel no intervalo [a, ]

para cada = € [a,b]. Por favor, cheque.

¢ Propriedades elementares de integrais e o TVM para integrais mostram

F(z+h) = F(x) [T ) de — [ f(t)de

a

h h




JE () at
h

f(o)h
= L% o)

para algum ¢ = ¢(h) entre x e x + h. Se h — 0, entdo ¢ — x e devido a

continuidade de f segue que

F(z+h)— F(x)

lim . = lim f(e(h)) = f(x),
o que prova que F' é derivavel e que
F=f&

5. Continuidade da Integral.

Teorema (Continuidade da Integral). Seja f : [a,b] — R integravel. Entao,
esta bem definida a funcao

F(z) = /w f(t)dt, onde x € [a,b].

Ainda mais, F é continua.

Prova.
o Como [ é integravel em [a, b], segue que f é integravel em [a, z].

o Fixemos z € [a,b]. Seja h tal que = + h pertence a [a, b]. Entao, temos

z+h T
F(z+h) — F(z) = / F()dt — / F()dt

:/azf(t)dt—i-/:%f(t)dt—/axf(t)dt
_ / .

Como f ¢ integravel, por hipétese f é limitada. Seja M tal que |f(t)] < M
para todo t € [a,b]. Entao, temos —M < f(t) < M para todo t € [a,b].
Donde entao segue

|F(z+h) — F(x)| =

/:Hl f(t)dt' < M|h|.

Concluimos entdo que f(x +h) = F(x)se h -0



6. Segundo TVM para Integrais.

Motivagao. Suponhamos que a média final M em um curso se dé pela média

ponderada das notas nq, ..., ng, com respectivos pesos pi,...,pr. Entao,

k
D1 Py

- .
Zj:l D;

Tal motivagao sugere o resultado abaixo.

M=

Teorema (Segundo TVM para Integrais). Sejam f,g : [a,b] - R, com f

continua e g integravel e, ainda, g > 0 e

/abg(x) dx > 0.

Entao, existe ¢ € (a,b) tal que

w0 [ ae =5 [ gty

Prova.
Sejam m = f(z1) o minimo de f e M = f(z3) o méximo de f. Se z € [a, ],

temos m < f(z) < M e ainda mg(x) < f(z)g(x) < Mg(z). Consideremos

M fwte)de
fab g(z) dz

o Caso 1. Se m < v < M, pelo teorema do valor intermediario existe ¢ no

g

intervalo aberto de extremidades x; e x5 tal que f(c) = 7.

© Caso 2. Se v = M entao

[ 11 = p@gtaydz =0

Logo, pela desigualdade [M — f(z)]g(z) > 0 temos [M — f(x)]g(z) = 0 para
todo = € [a,b]. Como g nao se anula em algum intervalo aberto J, segue

que f é constante e igual a M em J. Assim, todo ponto ¢ € J satisfaz (**).

© Caso 3. Se v = m, basta aplicar o Caso 2 ao par de fungoes —f e g



Interpretacao Aritmética para o segundo TVM para integrais. Dada
um fun¢ao continua f : [a,b] — R e uma funcao integravel g : [a, b] — [0, 00) com
integral estritamente positiva, entao a funcao f assume em algum ponto ¢ a sua

média ponderada pela funcao g. Isto é, temos

b
Jo f(@)g(z)dx
-, ., f (C>

[, g(x)dx
Comentario. O segundo teorema do valor médio para integrais nos permite
tanto demonstrar o primeiro TVM para integrais assim como fundamentar a

interpretacao aritmética para o primeiro TVM para integrais.

Vejamos. Dada f : [a,b] — R continua, consideremos a fungao integréavel e
estritamente positiva

g(x) = 1 para todo z € [a, b].

Evidentemente, a média de f ponderada pela funcao constante g = 1 é apenas

e tao somente a média aritmética de f.

Pelo segundo TVM para integrais segue que existe um ponto ¢ tal que

B fablf(x)dx
fle)= fab ldz
Donde entao segue a identidade
_ o f@)de
fley =" %

10



7. Férmula de Integracao por Partes.

Proposicao (Férmula da Integracao por Partes na Integral Indefinida).
Sejam f e g derivdveis em (a,b). Entao, f'g admite primitiva em (a,b) se e s6 se

fg' também admite e, neste caso,

/ f(2)d (@) da = f(a)g(x) - / F@)g(e) de.

Prova.
Pela férmula (fg)' = f'g + f¢' temos
fg'=(f9) =1,

donde concluimos que ¥ é uma primitiva de f’g se e somente se fg — 1 é

uma primitiva de f¢'. Isto é, ¢ = f'g < (fg—0) = fg' &
Notacgao. Lembramos da férmula de integracao por partes escrevendo

/udv:uv—/vdu.

Proposicao (Férmula da Integracao por Partes na Integral Definida).Sejam

f e g func¢oes com derivadas continuas em |a,b|. Entao,

' [ @t

/ f(@)g' (@) di = [f(x)g(x)]
Prova.

Pelo primeiro Teorema Fundamental do Calculo temos

[ o @) iz = [f@)g(o)]

Da féormula (fg) = f'g+ f¢' a da linearidade da integral definida segue que

/ab(fg)/(:v) de = /ab f'(x)g(x) dx + /abf(x)g’(:n) dr.

Eliminando

b

a

/a b(fg)’(x) dx

das duas equacoes acima obtidas concluimos a prova &

11



8. Teorema da Mudanga de Variavel.

Proposicao (Mudanga de Varidvel na Integral Indefinida). Seja I um

intervalo e consideremos a funcao
frxelw f(z)eR.
Suponhamos que a fungao [a mudanga de varidvel]
p:y€eJ—x=y(y) €1, onde J é um intervalo,

é inversivel e derivdvel com inversa o' : x € [ — y = ¢ '(z) € J também

derivgvel. Se

/f(‘ﬂ(y)) O'(y)dy=F(y)+k, ondey € J ek éfixoem R,

entao temos
/f(x) dz = F(p '(z)) + k.

Prova.

Aplicando a regra da cadeia, a hipotese sobre F' e novamente a regra da

cadeia obtemos,

12



Teorema da Mudanca de Variavel. Seja f : I — R continua, I um intervalo
e a e b arbitrdrios em I . Seja ¢ : [c,d] — I tal que ¢’ é continua e ¢(c) = a e
o(d) = b. Entao,
b d
| r@rin= [ Hew)ew s

Atencao. Nao é necessario a < b.

Prova.

Como f, ¢ e ¢’ s@o continuas, as duas integrais definidas acima existem.
Ainda, por ser continua f admite uma primitiva F' e entao, pelo primeiro

Teorema Fundamental do Célculo,

/a " Ky de = Fb) — Fla),
Ainda mais, pela regra da cadeia temos
(Fop)(y)=F' (o) y) = f(e)¢'(y).
Entdo, aplicando novamente o primeiro TFC obtemos
/Cd Fle)¢'(y) dy = (F o p)(d) — (F o p)(c)

= F(b) — F(a)
—/ fz)dx &

13



9. Uma Funcao C* mas nao Aproximavel via Férmula de Taylor.

Exemplo 14. Uma funcdo de classe C'* mas n3do analitica. A funcao

Ax) = {e_alc, sex >0,

0, sexr <0,

é tal que A™(0) = 0 para todo n e de classe C* na reta.

Figura 3: Gréfico de A(z) = e~r, se x> 0, com A(z) =0sex <0.

Verificagao. Sejan € {0,1,2,...}.
E claro que A(1) = e~!. E também claro que

) 1
lime ==0 e

) 1
lim e = =1.
z—0t

T—+00

Cada derivada A™ [com A©®) = A] satisfaz

1
AM(z) = e =P, (—) , para todo x > 0, com P, um polinémio.
x
Ainda,

lim A™(z) = lim e YP,(y)

z—0t y—+oo
Temos também

lim
y—+oo Y

A (z) —
1 - 1 7yPn
Jm — o = m v R
y—+o00 ey
= 0.

Por inducdo segue que A, A, A”,A®) ... sdo todas continuas na origem e

portanto continuas na reta. Logo, A é infinitamente derivavel &

14



10. O § de Dirac.

Definigcao. Dada uma funcao f : R — R, o suporte de f é o menor conjunto

fechado que contém o conjunto no qual a funcao f nao se anula. Temos a notagao

supp(f) = {x : f(z) # 0}.
Exemplo 15. Seja A = A(x) como no exemplo 14. Consideremos a fungao
d(z) = A1 —2?).
A funcao ® é de classe C'° na reta e satisfaz
0<d(z)<e ' <1 e supp(®) = [-1,+1].

A

il e

-1 1

Figura 4: Grafico da funcao .
A expressao para P é

1

e 122 se —1<x<1,

0, caso contrario e

A seguir, consideremos o nimero

+1
c= / O (z)dx > 0.

1

Definamos a funcao

Entao, temos



Dado um arbitrario € > 0, consideremos a fungao

A funcao ¢, € de classe C* na reta e satisfaz

0<wpe(r) < - e supp(pe)(x) = [—e, €.

N | =

5
i
A4t
iF
B
A
/]
M}>MA'

Figura 5: Tlustracao para o grafico de ¢, conforme ¢ — 0.

/_i e(z)dr = /_i @dm

Ainda mais,

|
=

16



Teorema. Seja f : [—1,1] — R uma funcao continua. Consideremos a familia
de fungoes

v :R—=R, onde ) <e<1,
acima definidas. Entao,

f(@)pe(x)de <=2 £(0).

-1

Prova.

Pelo segundo TVM para integrais, existe um ponto = € [—¢, €], com T = Z(e)

dependendo de ¢, tal que
1 €
| t@eiado= [ fa)eo
—1 —€

= f(@).

Como f é continua na origem, temos que
—_\ €—0
f(@) == f(0) &

Dada uma funcao f : R — R, infinitamente derivavel e de suporte com-
pacto (i.e., f é identicamente nula no complementar de algum intervalo fechado

e limitado) definimos o 0 de Dirac

Dizemos que a familia de funcoes

{pc: 0e< 1}

se aproxima do ¢ de Dirac, se ¢ — 0. Escrevemos entao

e—0
Ve — 0.

17



11. A Primitiva [ e~ dr nao é Elementar .

Figura 6: O gréfico de e ¢ a regido A entre tal grafico e o eixo Oz.

Uma funcao elementar, é uma fungao de uma variavel (real ou complexa)
que pode ser expressa com as quatro operacoes bésicas da artimétrica, e pela
composi¢ao da exponenciacao, do logaritmo, das constantes e da radiciagao.

As fungbes trigonométricas e as fungoes seno e cosseno hiperbdlicos e suas
inversas sao também elementares pois todas elas sao exprimiveis pela funcao
exponencial complexa e pelo logaritmo.

O conjunto das fungoes elementares é fechado pelas quatro operagoes basicas,
pela composicao e pela derivacao.

As funcgoes elementares sao analiticas exceto em um conjunto finito de pontos.

O conjunto das fungoes elementares nao é fechado por limites, somas infinitas
e integracao.

O seguinte teorema se deve a Liouville.

Teorema (Liouville). Sejam f(x) e g(x) fungées racionais, com g(x) nao cons-

tante. Suponhamos que
/f(x)eg(x)dx

é uma func¢ao elementar. Entao, existe uma fungao racional R(x) tal que

/f(m)eg(””)dx = R(x)e?@.

Utilizemos tal teorema de Liouville para provarmos o préximo resultado.

18



Corolario. A primitiva
_ 2
/ e dx
nao é elementar.

Prova.

Suponhamos que a primitiva acima é elementar. Entao, pelo teorema de
Liouville existe uma fungao racional

P(z)

%7

com P e () polindmios e () nao nulo, e com P e () sem raizes em comuin,

[ e

Obviamente P(x) é nao nulo. Derivando tal identidade encontramos
P’ - P ! P
o _ (1’)@(90)2 (2)Q(@) > , Ple) (_2%_962)
Q*(x) Q(x)

satisfazendo

Donde segue
Q*(z) = P'(2)Q(z) — P(2)Q'(x) — 22P(z)Q(x), para todo x.
¢ O caso Q(z) uma constante ¢, com ¢ # 0. Entao encontramos
¢ = cP'(x) — 2cxP(x),

o que é impossivel pois grau(c?) = 0 e grau[cP'(z) — 2cxP(z)] > 1.

¢ O caso Q(x) ndo constante. A identidada polinomial acima obtida é
valida para todo x em R. Logo, ela vale também para todo z em C.

Seja o € C [com existéncia garantida pelo TFA) tal que

Q(a) =0.

Seja m a multiplicidade algébrica de o como raiz de Q(z). Pela iden-

tidade que estamos utilizando segue que
(z — )™ divide Q'
Logo, «a ¢ raiz de multiplicidade m + 1 de Q(z) 4

A prova esta encerrada &

19



+o0
12. A identidade [ e *dz = /7.

Esta secao utiliza coordenadas polares, integral imprépria e integral dupla.

Area, £ \/;
F(X)

Figura 7: Tlustracao para fj;o e = /7.

Apesar de nao termos uma formula elementar para a fungao
g(x) = / e~ dt, onde z > 0,
0

72

conseguimos computar a integral de e™®" em toda a reta. Notemos que

g é positiva e crescente em (0, +00).

Assim, existe (como nimero real positivo ou como o valor +00) o limite

+oo )
lim g(x) :/ e " dx.
0

T—>+00

g2

Como a funcao positiva e”*" é par, temos

+o0o ) +oo 9
]:/ e ” dx:2/ e Tdx.
—00 0

A seguir, computamos I? = I.I e mostramos que I? = .

20



Seja r > 0 e arbitrario. Notemos que

r’P=11= lir+n (/ e_xQd:E) (/ e‘dey>
r——+o0o r -

— T —(z?+y?)
| [ e
-nrTr ><

Seja 0 = (0,0) a origem do plano RQ. Sejam

DOsT) = {(y) €R: Vel TP <1}

o disco de centro na origem e de raio r e o quadrado @, = [—r,r] x [—-r,r] de

centro na origem. Valem as relacoes

D(0;7r) C Q. C D(0;2r) C Q.

T

Devido a tais relacoes, e a desigualdade e~ " +¥*) > 0 em todo ponto (x,y), temos

; —(2?+y?) — i — (@ +y?)
([ | = | [f
Qr D(0§T)
Donde segue

= lim ff ~@49) gy

r—-+00

Utilizando coordenadas polares escrevemos
x = pcosb, p? = a* +y?
{y:psinﬁ, ‘ {comp>0 e <0< 2m.
O determinante da matriz jacobiana da aplicagao J(p,0) = (pcosf, psinf) é
det J(p,0) = p.

Entao, efetuando tal mudanca de coordenadas encontramos

12 = lim H e pdpdf

r—00
[0,r]x[0,27]

T 2m
= lim </ pep2dr> </ d@)
r—+00 0 0

6_p2 T
= lim | ——— 2r=nde
r—+00 2 lo
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Exercicio. Mostre que a funcao

flx) = { e_x%, sex #£0,

0,sex=0,

é tal que £ (0) = 0 para todo n e de classe C* na reta.

=y

Figura 8: Gréfico de f(z) = e 37, se x # 0, com f(0) = 0.

Sugestao.
Por inducéo, as derivadas ™, onde n =0, 1,2, ..., satisfazem
(n) ~5p (1
f(z)=€e"22R, | — |, para todo z # 0,
x

onde R, (z) é uma funcao racional.

A seguir, adapte a prova dada no exemplo 14.
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